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TAKAHASHI, Eiji Renan. Sistema de Bresse semilinear: existência global e estabilidade
exponencial. 2016. 72 f. Dissertação (Mestrado em Matemática Aplicada e Computacional) –
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2016.

RESUMO

Neste trabalho consideramos um sistema de Bresse semilinear com dissipação do tipo fricci-
onal atuando em todas as três equações. Investigamos a existência de solução local e global.
Na primeira parte obtemos o decaimento exponencial da solução. Na segunda parte obtemos
dois tipos de decaimento uma polinomial e outra exponencial dependendo da não linearidade
considerado no termo de dissipação.

Palavras-chave: Sistema de Bresse. Sistema semilinear. Existência e unicidade. Decaimento
exponencial. Decaimento polinomial.



TAKAHASHI, Eiji Renan. Semilinear Bresse system: Global existence and exponential sta-
bility. 2016. 72 f. Dissertação (Mestrado em Matemática Aplicada e Computacional) – Univer-
sidade Estadual de Londrina, Londrina, 2016.

ABSTRACT

In this work, we consider a dissipative semilinear Bresse system with frictional damping acting
on all three equations. We investigated the existence of local and global solution. In the first
part, we obtain exponential decay of solution. In the second part, we obtain two types of decay
rates, namely, polynomial and exponential stability, depending on the nonlinearity considered
in the frictional damping term.

Keywords: Bresse System. Semi-linear system. Existence and uniqueness. Exponential decay.
Polynomial decay.
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LISTA DAS PRINCIPAIS NOTAÇÕES

D(A) domínio do operador A;

ρ(A) conjunto resolvente do operador A;

R(A) conjunto imagem do operador A.

↪→ inclusão contínua;

〈·, ·〉 dualidade;

C(Ω) =
{
u : Ω→ R

∣∣ u é contínua
}

;

C1(Ω) =
{
u : Ω→ R

∣∣ u é diferenciável e sua derivada é contínua
}

;

D(Ω) := espaço das funções teste;

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R

∣∣ u é mensurável e
∫

Ω

|u(x)|pdx <∞
}

;

L∞(Ω) =
{
u : Ω→ R

∣∣ u é mensurável e |u(x)| ≤ K q.s. em Ω
}

;

Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω)

∣∣ Dαu ∈ L2(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m
}

;

Hm
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

Hm(Ω)
;

Lp(0, T ;X) =

{
u : (0, T )→ X

∣∣ u é mensurável e
∫ T

0

||u(t)||pXdt <∞
}

;

L∞(0, T ;X) =
{
u : (0, T )→ X

∣∣ u é mensurável e ||u(t)||X ≤ K q.s. em (0, T )
}

;

C ([0, T ], X) =
{
u : [0, T ]→ X

∣∣ u é contínua de [0, T ] em X
}

;

L(X, Y ) =
{
T : X → Y

∣∣ T é linear e contínua
}

;

X ′ = L(X,R) dual de X;

[Lp(Ω)]′ ∼= Lq(Ω), 1 ≤ p <∞, 1

q
+

1

p
= 1;

[Hm
0 (Ω)]′ ∼= H−m(Ω), m ∈ N;

[Lp(0, T,X)]′ ∼= Lq (0, T,X ′) , 1 ≤ p <∞;

D′(Ω) = L(D(Ω),R);

D′(0, T ;X) = L(D(0, T ), X);

→ convergência forte;

⇀ convergência fraca;



∗
⇀ convergência fraca estrela;

||u||Lp norma usual em Lp(Ω);

Wm,p(Ω) espaço Sobolev usual.
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INTRODUÇÃO

O objeto de estudo neste trabalho é o sistema de Bresse, chamado assim de-
vido ao engenheiro civil Jacques Antoine Charles Bresse (1822-1883), no qual consiste de um
sistema de equações diferenciais parciais hiperbólicas que descreve as vibrações de uma viga
arqueada fina. Mais especificamente, o sistema de Bresse linear é dada por três equações da
forma

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = 0 em (0, L)× (0,∞),

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) = 0 em (0, L)× (0,∞),

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = 0 em (0, L)× (0,∞),

onde as funções ϕ, ψ e w descrevem, respectivamente, a oscilação vertical, o ângulo de cisa-
lhamento e a oscilação longitudinal. Os coeficientes ρ1, ρ2, k, k0, b e l são constantes positivas
relacionados com a composição do material, k(ϕx + ψ + lw), k0(wx − lϕ) e bψx representam
respectivamente a força de atrito, força axial e momento fletor.

O sistema de Bresse é conservativo, de modo que, para estudar questões rela-
cionadas a estabilidade são necessários adicionar termos dissipativos. Existem vários trabalhos
dedicados a análise matemática para o sistema de Bresse dissipativos. Destacamos, por exem-
plo, os seguintes termos dissipativos: dissipações friccionais, viscosas, viscoelásticas, térmicas
e efeito de memória.

No contexto de termoelasticidade, podemos citar os trabalhos de Liu e Rao
[13]; Fatori e Rivera [9] onde foram introduzidos duas e uma dissipação térmica, respecti-
vamente, provando que o decaimento exponencial ocorre somente quando as velocidades de
propagação das ondas são iguais, isto é

ρ1

ρ2

=
k

b
e k = k0.

Com relação dissipação friccional, podemos citar os trabalhos de [2], [8] e [17]. Em [22] os
autores estudaram o sistema de Bresse com dissipação friccional indefinida. A hipótese de
igualdade entre as velocidades de propagações das ondas foi utilizado para estabelecer a taxa
de decaimento exponencial. Recentemente, em [1], os autores estabeleceram que k = k0 é uma
condição necessária e suficiente para estabelecer o decaimento exponencial para o caso em que
ocorrem as dissipações friccionais na oscilação vertical e no ângulo de cisalhamento.

Todos os trabalhos acima mencionados são referentes a problemas lineares.
No entanto, quando se trata de problema não lineares o cenário é diferente, ou seja, existe muita
pouca referência. Dos trabalhos que temos conhecimento, podemos destacar os trabalho [6],
[11] e [14].
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Em [6] foi considerado o sistema de Bresse dado por

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + α1(x)g1(ϕt) = 0 em (0, L)× (0,∞), (1)

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + α2(x)g2(ψt) = 0 em (0, L)× (0,∞), (2)

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + α3(x)g3(wt) = 0 em (0, L)× (0,∞), (3)

onde foram utilizados termos de amortecimento não lineares localizados, com as seguintes
condições: gi são contínuas, monótonas crescente e satisfazem

αi = αi(x) ∈ L∞(0, L) αi(x) ≥ c > 0; gi(s)s > 0 para s 6= 0,

kis ≤ gi(s) ≤ Kis para |s| > 1,

ondeKi ≥ ki e c são constantes positivas. Neste caso, os autores obtiveram taxas de decaimento
uniforme ótimas para a energia associada ao sistema sem que se imponha hipótese sobre o
crescimento das não-linearidades na origem.
Já em [11] também utilizando termos dissipativos não lineares localizados porém com as gi
satisfazendo

gi(s)s > 0 (s 6= 0, )

K1 min {|s|, |s|p} ≤ gi(s) ≤ K2 max
{
|s|, |s|1/p

}
, p ≥ 0.

Neste caso, os autores mostraram a estabilidade assintótica através do Método de Komornik.
Em [14] foram incorporados fontes externas e foi estudado a questão relacionada a existência
de atrator global, ou seja, foi considerado o seguinte sistema dado em (0, L)× (0,∞) por

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + f1(ϕ, ψ, w) + α1(x)g1(ϕt) = 0 (4)

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + f2(ϕ, ψ, w) + α2(x)g2(ψt) = 0 (5)

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + f3(ϕ, ψ,w) + α3(x)g3(wt) = 0 (6)

Nesta dissertação, nosso foco será o comportamento assintótico da solução do
sistema acima onde serão consideradas αi constantes e com gi satisfazendo hipóteses conveni-
entes.

O conteúdo e a organização do presente trabalho está dividido da seguinte
forma:

No Capítulo 1, serão apresentados algumas definições e resultados necessá-
rios para o desenvolvimento do trabalho. Neste capítulo, não faremos as demonstrações dos
resultados enunciados porém deixaremos as referências indicadas.

No Capítulo 2, estudaremos a existência e estabilidade de solução global para
o sistema de Bresse semilinear dados por (4)-(6). Mostraremos primeiramente que o problema
possui uma solução local e posteriormente que esta solução pode ser estendida para uma solução
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global que decai exponencialmente.
No Capítulo 3, estudaremos o mesmo sistema porém desconsiderando os ter-

mos de forças externas, entretanto, com não linearidades dos termos dissipativos. Neste caso,
mostraremos a existência de solução global e diferentes tipos de decaimento, mais precisamente,
os decaimentos exponencial e o polinomial dependendo do caso considerado.
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1 PRELIMINARES

Neste capítulo enunciaremos os resultados necessários para o nosso trabalho,
cujas demonstrações podem ser encontradas nas referências citadas.

1.1 DISTRIBUIÇÕES

O espaço C∞0 (Ω) com a noção de convergência é denominado espaço das
funções testes e será representado por D(Ω).
Define-se distribuição sobre Ω a toda forma linear T sobre D(Ω) que é contínua no sentido da
convergência definida sobre D(Ω). O conjunto de todas as distribuições sobre Ω é um espaço
vetorial, o qual representa-se D′(Ω). Neste espaço vetorial diz-se que uma sucessão (Tν)ν∈N

em D′(Ω) converge para T ∈ D′(Ω), quando a sequência numérica (〈Tν , φ〉)ν∈N converge para
〈T, φ〉 em R, para toda φ ∈ D(Ω).
Considere uma distribuição T sobre Ω e α ∈ Nn. A derivada de ordem α de T , é a forma linear
DαT definida por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Quando α ∈ N e x ∈ R, denotaremosDαT como
dαT

dxα
. Verifica-se queDαT é uma distribuição

sobre Ω, e que a aplicação
Dα : D′(Ω) → D′(Ω)

T 7→ DαT

é linear e contínua no sentido da convergência definida em D′(Ω).

1.2 OS ESPAÇOS Lp(Ω)

Representaremos por Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, o espaço das funções mensuráveis
u : Ω → R, tais que |u|p é integrável a Lebesgue sobre Ω, e por L∞(Ω) o espaço das funções
mensuráveis u : Ω→ R tal que existe uma constante c com |u(x)| ≤ c quase sempre em Ω. Os
espaços Lp(Ω) munido da norma

‖u‖Lp := ‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx

) 1
p

, para 1 ≤ p <∞,

‖u‖L∞ := ‖u‖L∞(Ω) = inf{c : |u(x)| ≤ c quase sempre em Ω},

são espaços de Banach. Em particular, o espaço L2(Ω), cuja norma provém do produto interno

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx,
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é um espaço de Hilbert.

1.3 ESPAÇOS DE SOBOLEV

Seja Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ ∞ e m ∈ N. Representa-se por Wm,p(Ω)

o espaço vetorial de todas as funções u ∈ Lp(Ω) tais que para todo |α| ≤ m, Dαu pertence a
Lp(Ω), sendo Dαu a derivada no sentido das distribuições.
O espaço Wm,p(Ω) munido da norma

‖u‖Wm,p := ‖u‖Wm,p(Ω) =

(∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx

) 1
p

, para 1 ≤ p <∞,

‖u‖Wm,∞ := ‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)|,

é um espaço de Banach e é denominado espaço de Sobolev. Para o caso particular p = 2, o
espaço Wm,2(Ω) é um espaço de Hilbert, representado por Hm(Ω), com o produto interno dado
por

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω), ∀ u, v,∈ Hm(Ω),

e é denominado espaço de Sobolev de ordem m. Quando m = 0, Hm(Ω) identifica-se com
L2(Ω).

Define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω).

Quando Ω é limitado em alguma direção xi de Rn e 1 ≤ p < ∞, então a norma em Wm,p
0 (Ω)

dada por

‖u‖Wm,p
0

:= ‖u‖Wm,p
0 (Ω) =

(∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx

) 1
p

,

é equivalente à norma induzida por Wm,p(Ω).

1.4 RESULTADOS AUXILIARES

Definição 1.1 (Imersão Contínua). Sejam X e Y espaços de Hilbert, sendo X um subespaço

de Y . Dizemos que X está continuamente imerso em Y , e denotaremos X ↪→ Y , se existe uma

constante positiva C tal que

||u||Y ≤ ||u||X , ∀ u ∈ X.

Além dos resultados acima, temos que

i) D(Ω) é denso em Lp(Ω) e D(Ω) ↪→ Lp(Ω), para todo 1 ≤ p < +∞;

ii) Se Ω é limitado e 1 ≤ p < q ≤ +∞, então Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω).
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Proposição 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espaço vetorial munido do

produto interno (·, ·). Então, dadas u, v ∈ H , temos que

|(u, v)| ≤ ‖u‖H ‖v‖H ,

onde ‖ · ‖2
H = (·, ·).

Demonstração. Ver [10].

Proposição 1.3 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p, q < ∞ tal que
1

p
+

1

q
= 1 e a, b > 0.

Então,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração. Ver Teorema IV.6 de [3].

Proposição 1.4 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Ω seja um aberto limitado de

Rn. Então, para todo 1 ≤ p <∞, existe uma constante cp, tal que

||u||W 1,p
0 (Ω) ≤ cp||∇u||Lp(Ω), ∀ u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Demonstração. Ver Corolário IX.19 de [3]

Teorema 1.5. (Teorema da Representação de Riesz-Fréchet) Seja H um espaço de Hilbert

com produto interno (., .) e norma ‖ · ‖. Dado ϕ ∈ H ′, existe um único f ∈ H tal que

〈ϕ, v〉H′,H = (f, v), ∀ v ∈ H.

Além disso,

‖f‖ = ‖ϕ‖H′ .

Demonstração. Ver [5], Pág. 171, Teorema 4.10.

Lema 1.6. (Lema de Gronwall) Sejam m ∈ L1(a, b) tal que m ≥ 0 q.s em (a, b) e seja c ≥ 0.

Consideremos ϕ : [a, b]→ R contínua verificando

ϕ(t) ≤ c+

∫ t

a

m(ξ)ϕ(ξ) dξ ∀ t ∈ [a, b].

Então

ϕ(t) ≤ ce
∫ t
a m(ξ) dξ, ∀ t ∈ [a, b].

Demonstração. Ver [21], Pág. 16, Corolário 1.5.1.

Proposição 1.7 (Imersão de Sobolev). Seja Ω um subconjunto aberto do Rn. Então

Hm(Ω) ↪→ Ck(Ω̄), se m >
n

2
+ k.
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Demonstração. Ver [15].

Proposição 1.8. Seja (un)n∈N ⊂ Lploc(Ω), 1 ≤ p < +∞, tal que un → u em Lploc(Ω), então

un → u em D′(Ω).

Demonstração. Ver [16].

1.5 ESPAÇOS FUNCIONAIS A VALORES VETORIAIS

Dados X um espaço de Banach, T ∈ R com T > 0. O espaço Lp(0, T ;X),
1 ≤ p < +∞, consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [0, T ] com imagem em X , ou
seja as funções u : (0, T )→ X , tais que

‖u‖Lp(0,T ;X) :=

(∫ T

0

‖u(t)‖pXdt
) 1

p

<∞.

O espaçoL∞(0, T ;X) consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [0, T ]

com imagem em X , as funções u : (a, b) → X limitadas quase sempre em (0, T ). A norma
neste espaço é dada por

‖u‖L∞(0,T ;X) := sup {c ≥ 0; ‖u(t)‖X ≤ c, q.s.} .

O espaço Cm([a, b];X), consiste de todas as funções contínuas
u : [a, b] → X que possuem derivadas contínuas até a ordem m sobre [0, T ]. A norma é
dada por

‖u‖Cm([a,b],X) :=
m∑
i=0

max
t∈[a,b]

|u(i)(t)|X .

O espaço das distribuições sobre (0, T ) com imagem em X , será denotado
por

D′(0, T ;X).

Logo, D′(0, T ;X) = L(D(0, T );X), ou seja, é o conjunto de todas as apli-
cações lineares e contínuas de D(0, T ) em X .

Para f ∈ D′(0, T ;X), sua derivada de ordem n no sentido das distribuições
vetoriais é definida por〈

dnf

dtn
, ϕ

〉
= (−1)

〈
f,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ϕ ∈ D(0, T ). (1.1)

Além disso, se f é derivável no sentido das distribuições vetoriais, então podemos enxergar df
dt

como um elemento de D′(0, T ;X), valendo a relação (1.1).
Agora se f ∈ Lp(0, T ;X), então pode-se identificar f com uma distribuição
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vetorial (que aqui denotaremos por f ), de modo que

〈f, ϕ〉 =

∫ T

0

f(t)ϕ(t) dt, ∀ϕ ∈ D(0, T ).

Com isto, podemos dizer com um certo abuso de notação que

Lp(0, T ;X) ↪→ D′(0, T ;X).

1.6 TOPOLOGIA FRACA σ(E,E ′) E TOPOLOGIA FRACO ESTRELA σ(E ′, E)

Definição 1.9. Seja E um espaço de Banach reflexivo e considere (un)n∈N uma sucessão sobre

E. Dizemos que xn converge fraco para x e denotamos xn ⇀ x emE, quando 〈f, xn〉 → 〈f, x〉,
para todo f ∈ E ′.

Proposição 1.10. Seja (xn)n∈N uma sequência em E. Então se verifica:

i) xn ⇀ x em E, se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀ f ∈ E ′.

ii) Se xn → x em E, então xn ⇀ x em E.

iii) Se xn ⇀ x em E, então ||xn||E é limitada e ||x||E ≤ lim inf ||xn||E .

iv) Se xn ⇀ x em E e fn → f em E ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração. Ver proposição III.5 em [3].

Definição 1.11. Seja (fn)n∈N uma sequência sobre E ′. Dizemos que fn converge fraco estrela

para f e denotamos fn
∗
⇀ f em E ′, quando 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, para todo x ∈ E.

Proposição 1.12. Seja (fn)n∈N uma sequência em E ′. Então se verifica:

i) fn
∗
⇀ f em E, se, e somente se, 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, ∀ x ∈ E.

ii) Se fn → f em E ′, então fn
∗
⇀ f em E ′.

iii) Se fn
∗
⇀ f em E ′, então ||fn||E′ é limitada e ||f ||E′ ≤ lim inf ||fn||E′ .

iv) Se fn
∗
⇀ f em E ′ e xn → x em E, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração. Ver proposição III.12 em [3].

Teorema 1.13. Seja E um espaço de Banach reflexivo e seja (xn)n∈N uma sequência limitada

em E. Então existem uma subsequência (xnk)k∈N e x ∈ E tais que xnk ⇀ x.

Demonstração. Corolário III.27 em [3].

Teorema 1.14. Seja E um espaço de Banach separável e seja (fn)n∈N uma sequência limitada

em E ′. Então existem uma subsequência (fnk)k∈N e f ∈ E ′ tais que fnk
∗
⇀ f .
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Demonstração. Corolário III.26 em [3].

Lema 1.15 (Lax-Milgram). SejaH um espaço de Hilbert e a : H×H → R uma forma bilinear,

para a qual, existem constantes positivas c1 e c2, tais que

|a[u, v]| ≤ c1‖u‖H‖v‖H e c2‖u‖2
H ≤ a[u, u], u, v ∈ H.

Seja L : H → R, um funcional linear e limitado em H . Então, existe um único w ∈ H tal que

a[w, v] = L(v), ∀ v ∈ H.

Demonstração. Ver Corolário V8.16 de [3].

Dado um conjunto aberto Ω ⊂ RN+1, no qual seus elementos são denotados
por (t, x), t ∈ R, x ∈ RN , seja f : Ω → RN uma função. Consideremos o problema de valor
inicial x′(t) = f(t, x(t)),

x(t0) = x0,
(1.2)

diremos que f : Ω→ RN satisfaz as condições de Carathéodory sobre Ω se:

(i) f(t, x) é mensurável em t para cada x fixado;

(ii) f(t, x) é contínua em x para quase todo t fixado;

(iii) para cada compacto K ⊂ Ω, existe uma função real mK(t), integrável, tal que

‖f(t, x)‖RN ≤ mK(t), ∀ (t, x) ∈ K.

Teorema 1.16. (Teorema de Carathéodory) Seja f : Ω → RN satisfazendo as condições de

Carathéodory sobre Ω. Então existe uma solução x = x(t) de (1.2) sobre algum intervalo

|t− t0| ≤ β, β > 0.

Demonstração. Ver [7], Pág. 43, Teorema 1.1.

Teorema 1.17 (Convergência Dominada de Lebesgue). Seja (uv)v∈N uma sequência de funções

integráveis a Lebesgue num aberto Ω, convergente quase sempre para uma função u. Se existir

uma função u0 ∈ L1(Ω) tal que |uv| ≤ u0 quase sempre em Ω,∀ v ∈ N então u é integrável e

tem-se ∫
Ω

u = lim
v→∞

∫
Ω

uv.

Demonstração. Ver [15].
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Lema 1.18 (Regularidade Elítica). Seja Ω ⊂ Rn um aberto de classe C2 com fronteira Γ

limitada. Seja f ∈ L2(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω) satisfazendo∫

Ω

∇u∇ϕ+

∫
Ω

uϕ =

∫
Ω

fϕ, ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Então, u ∈ H2(Ω) e ‖u‖H2(Ω) ≤ c‖f‖L2(Ω), onde c é uma constante que só depende de Ω. Além

disso, se Ω é de classe Cm+2 e f ∈ Hm(Ω) então

u ∈ Hm+2(Ω) com ‖u‖Hm+2(Ω) ≤ c‖f‖Hm(Ω).

Em particular, se m > n
2

temos u ∈ C2(Ω). Se Ω é de classe C∞ e f ∈ C∞(Ω), temos

u ∈ C∞(Ω).

Demonstração. Ver [4].

Lema 1.19. Seja S : X → X um operador linear e contínuo com inversa contínua. Seja

B ∈ L(X) tal que

‖B‖ ≤ 1

‖S−1‖
então S +B é linear contínuo e inversível.

Demonstração. Ver Lema 2.12.1 de [20].

Teorema 1.20. Seja X um espaço de Hilbert e B : D(B) ⊂ X → X um operador linear

dissipativo.

(a) Se R(λ0I −B) = X para algum λ0 > 0, então R(λI −B) = X para todo λ > 0;

(b) Se R(I −B) = X, então D(B) = X.

Demonstração. Ver Teoremas 4.5 e 4.6 em [19].

Lema 1.21 (Lema de Nakao). Seja φ : R → R uma função limitada e não negativa satisfa-

zendo:

sup
t≤s≤t+1

[φ(s)]1+β ≤ C0[φ(t)− φ(t+ 1)]

para t ≥ 0, onde C0 > 0 e β ≥ 0. Então:

(i) Se β = 0, existem C2, δ > 0 tais que φ(t) ≤ C2e
−δt,∀ t ≥ 0.

(ii) Se β > 0, existe C > 0 tal que φ(t) ≤ C(1 + t)−1/β, ∀ t ≥ 0.

Demonstração. Ver apêndice de [18]

1.7 SEMIGRUPO DE OPERADORES

Nesta seção, apresentamos a definição de semigrupo de classe C0, algumas
propriedades, bem como a caracterização dos geradores infinitesimais de um semigrupo. Para



11

isto, considere X um espaço de Banach real ou complexo e por

L(X) = {S : X→ X : S é linear e contínuo}

denotaremos o espaço dos operadores lineares contínuos de X em X com a norma usual

‖S‖L(X) = sup
x∈X

{
‖Sx‖X
‖x‖X

: x 6= 0

}
.

Definição 1.22. Seja X um espaço de Banach real. Uma família {S(t)}t≥0 de operadores

lineares limitados de X em X é chamada de semigrupo se satisfazem as propriedades

(i) S(0)w = w, w ∈ X ,

(ii) S(t+ s)w = S(t)S(s)w = S(s)S(t)w, s, t ≥ 0, w ∈ X .

Definição 1.23. Um semigrupo de operadores lineares {S(t)}t≥0 é dito ser de classe C0, ou de

fortemente contínuo, se para todo x ∈ X a função t 7−→ S(t)x é contínua.

Definição 1.24. Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 de operadores lineares em X . Di-

zemos {S(t)}t≥0 é um semigrupo de contrações se ‖S(t)‖L(X) ≤ 1 para todo t ≥ 0.

Definição 1.25. Considere o operador A : D(A)→ X , dado por

Au = lim
t→0+

S(t)u− u
t

, u ∈ D(A),

onde

D(A) =

{
u ∈ X : lim

t→0+

S(t)u− u
t

existe em X

}
.

Dizemos que A é o gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}t≥0 e D(A) é o domínio de A.

Definição 1.26. Seja A um operador linear definido em um espaço de Banach B,

A : D(A) ⊂ B → B. Se para todo x, y ∈ D(A) e qualquer λ > 0,

‖x− y‖ ≤ ‖x− y + λ(Ax− Ay)‖,

então A é dito ser um operador acretivo.

Mais ainda, se A é um operador acretivo e densamente definito, e I + A é sobrejetivo, isto é,

R(I + A) = B, então A é dito ser operador acretivo maximal, em resumo, m-acretivo.

Lema 1.27. Suponha que H é um espaço de Hilbert. Então, as condições necessárias e sufici-

entes para A ser m-acretivo são:

(i) Re(Ax, x) ≥ 0 para todo x ∈ D(A),

(ii) R(I + A) = H.

Demonstração. Ver Lema 2.2.3 de [23].
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1.8 CARACTERIZAÇÃO DOS GERADORES DE SEMIGRUPOS DE CLASSE C0

Nesta seção, apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips,
os quais caracterizam geradores infinitesimais de semigrupos de classe C0.

Definição 1.28. Se A é um operador linear em X , não necessariamente limitado, o conjunto

resolvente ρ(A) de A é o conjunto de todos os números complexos λ, tais que, o operador

R(λ,A) = (λI − A)−1 existe e é limitado em X. O operador R(λ,A) é chamado de operador

resolvente.

Teorema 1.29 (Hille-Yosida). Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

de contrações de classe C0 se, e somente se

(i) A é um operador fechado e D(A) = X ,

(ii) O conjunto resolvente ρ(A) de A contém o conjunto R+ e para todo λ > 0

‖(λI − A)−1‖L(X) ≤
1

λ
.

Demonstração. Ver Teorema 3.1 em [19].

Definição 1.30. Seja H um espaço de Hilbert. Dizemos que um operador A : D(A) ⊂ H → H

é dissipativo se

Re(Au, u)H ≤ 0,∀ u ∈ D(A).

Teorema 1.31 (Lummer-Phillips). Seja A um operador linear com domínio denso em um es-

paço de Hilbert H

(i) Se A é dissipativo e existe λ tal que Im(λI−A) = H , entãoA é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe

C0 sobre o espaço H , então R(λI − A) = H para todo λ > 0 e A é um operador dissipativo.

Demonstração. Ver Teorema 4.3 em [19].

Corolário 1.32. Seja A um operador linear, dissipativo e com domínio denso. Se 0 ∈ ρ(A),

então A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0.

Demonstração. Ver Teorema 2.12.3 em [20].

1.9 PROBLEMAS SEMILINEARES

Dado o seguinte problema de valor inicial
d

dt
u− Au = F (u),

u(0) = u0.
(1.3)
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onde A é um operador m-acretivo de um subconjunto D(A) denso num espaço de Banach B
em B e F é um operador não linear de B em B.

Definição 1.33 (solução forte). A aplicação u : [0, T ] → B é chamada solução forte (ou

clássica) do problema (1.3) se u é contínua em [0, T ], continuamente diferenciável com u(t) ∈
D(A) para t ∈ (0, T ) e (1.3) é satisfeita em [0, T ] quase sempre.

Definição 1.34 (solução mild). Uma aplicação u ∈ C ([0, T ] , B) satisfazendo a equação inte-

gral

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− τ)F (τ)dτ,

é dita solução mild do problema de valor inicial (1.3) sobre [0, T ]

Definição 1.35. Suponha que F é um operador não linear de um espaço de Banach B em B.

Dizemos que F satisfaz a condição de localmente Lipschitz se para toda constante positiva

M > 0, existe uma constante positiva LM dependendo de M tal que quando u, v ∈ B, ‖u‖ ≤
M e ‖v‖ ≤M tivermos que

‖F (u)− F (v)‖ ≤ LM‖u− v‖.

Teorema 1.36. Suponha que A é m-acretivo e F é um operador não linear de um espaço de

Banach de B em B satisfazendo a condição de localmente Lipschitz. Então para todo u0 ∈ B,

existe uma constante positiva T > 0 dependendo de ‖u0‖ tal que o problema (1.3) em [0, T ]

admite uma única solução mild local u ∈ C ([0, T ], B) tal que

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− τ)F (u(τ))dτ, ∀ t ∈ [0, T ].

Além disso, se u0 ∈ D(A), então u é continuamente Lipschitz em t ∈ [0, T ]. Se B é um espaço

de Banach reflexivo, então u é uma solução forte.

Demonstração. Ver Teorema 2.5.4 de [23].

Teorema 1.37. Assumindo as mesmas hipóteses do Teorema 1.36, a solução u pode ser esten-

dida para uma solução mild maximal em [0, Tmax) tal que uma das possibilidades ocorre:

(i) Tmax = +∞, isto é, o problema admite uma solução mild global, ou

(ii) Tmax <∞ e

lim
t→T−max

‖U(t)‖H = +∞, (1.4)

isto é, a solução explode em um tempo finito Tmax.

Demonstração. Ver Teorema 2.5.5 de [23].
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2 SISTEMA DE BRESSE SEMILINEAR COM DISSIPAÇÃO FRICCIONAL

Neste capítulo, estudaremos a boa colocação e o comportamento assintótico de um modelo de
Bresse semilinear com dissipação friccional dada pelo seguinte sistema de equações diferenci-
ais

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + f1(ϕ,ψ,w) + g1(ϕt) = 0 em (0, L)× (0,∞), (2.1)

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + f2(ϕ,ψ,w) + g2(ψt) = 0 em (0, L)× (0,∞), (2.2)

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + f3(ϕ,ψ,w) + g3(wt) = 0 em (0, L)× (0,∞), (2.3)

com condições de fronteira

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = w(0, t) = w(L, t) = 0, ∀ t ≥ 0 (2.4)

e condições iniciais

ϕ(·, 0) = ϕ0(·), ϕt(·, 0) = ϕ1(·)

ψ(·, 0) = ψ0(·), ψt(·, 0) = ψ1(·)

w(·, 0) = w0(·), wt(·, 0) = w1(·).

(2.5)

As funções ϕ, ψ e w descrevem, respectivamente, a oscilação vertical, o ângulo de rotação da
seção transversal e a oscilação longitudinal, os coeficientes ρ1, ρ2, k, k0, b e l são constantes
positivas, as funções f1, f2 e f3 representam os termos não lineares do sistema e g1, g2 e g3

representam termos dissipativos não lineares satisfazendo com as seguintes hipóteses.

Hipótese 1
As funções fi para i = 1, 2 e 3 são localmente Lipschitz em cada argumento, isto é, existe uma
constante γi ≥ 1 e funções contínuas σi : R2 → R+ tais que,

|fi(s1, r, t)− fi(s2, r, t)| ≤ σi(|r|, |t|)(1 + |s1|γi + |s2|γi)|s1 − s2|, ∀ (s1, r, t), (s2, r, t) ∈ R3,

|fi(s, r1, t)− fi(s, r2, t)| ≤ σi(|s|, |t|)(1 + |r1|γi + |r2|γi)|r1 − r2|, ∀ (s, r1, t), (s, r2, t) ∈ R3,

|fi(s, r, t1)− fi(s, r, t2)| ≤ σi(|s|, |r|)(1 + |t1|γi + |t2|γi)|t1 − t2|, ∀ (s, r, t1), (s, r, t2) ∈ R3.

Hipótese 2
As funções gi : R→ R, i = 1, 2, 3; são funções contínuas, satisfazendo as seguintes condições:
(A1) gi(0) = 0;

(A2) |gi(s)− gi(r)| ≤ βi|s− r| ∀ s, r ∈ R, para alguma constate βi > 0;

(A3) Existe uma constante positiva αi, tal que, gi(s)s ≥ αi|s|2.
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Hipótese 3
Existe uma aplicação F : R3 → R tal que

∂F

∂s
(s, ·, ·) = f1(s, ·, ·), ∂F

∂r
(·, r, ·) = f2(·, r, ·), ∂F

∂q
(·, ·, q) = f3(·, ·, q), (2.6)

e que para todo (s, r, q) ∈ R3 tem-se

0 ≤ F (s, r, q) ≤ f1(s, r, q)s+ f2(s, r, q)r + f3(s, r, q)q + θ1|s|2 + µ1|r|2 + η1|q|2, (2.7)

onde θ1, µ1 e η1 são constantes positivas tais que

θ1 + µ1 + η1 <
1

4c2
pa2

,

onde a2 será explicitado no Lema 2.1.
Este capítulo está dividido da seguinte forma. Na Seção 2.1, apresentaremos

a formulação do semigrupo associado ao problema. Na Seção 2.2, mostraremos a existência
e a unicidade de solução para o problema. Por fim na Seção 2.3, analisaremos a estabilidade
exponencial do sistema.

2.1 FORMULAÇÃO DO SEMIGRUPO

Nesta seção, iremos apresentar a formulação abstrata associada ao sistema de
Bresse (2.1)-(2.5). Para isto, inicialmente consideremos o espaço de fase adequado.
Devido às condições de fronteira (2.4) consideremos o espaço de fase

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

0 (0, L)× L2(0, L)×H1
0 (0, L)× L2(0, L),

munido do produto interno,

(U,U∗)H =ρ1(Φ,Φ∗) + ρ2(Ψ,Ψ∗) + ρ1(W,W ∗) + b(ψx, ψ
∗
x)

+ k(ϕx + ψ + lw, ϕ∗x + ψ∗ + lw∗) + k0(wx − lϕ, w∗x − lϕ∗),
(2.8)

para todo

U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W ), U∗ = (ϕ∗,Φ∗, ψ∗,Ψ∗, w∗,W ∗) em H

e

(u, v) =

∫ L

0

u(x)v(x)dx,

representa o produto interno usual em L2(0, L).

Assumiremos, doravante, que Ll 6= nπ, para todo n ∈ Z de modo que (2.8)
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seja de fato um produto interno. Maiores detalhes ver Observação 3.2 em [12].
A norma induzida pelo produto interno acima é dada por

‖U‖2
H =ρ1‖Φ‖2

L2 + ρ2‖Ψ‖2
L2 + ρ1‖W‖2

L2 + b‖ψx‖2
L2

+ k‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 + k0‖wx − lϕ‖2

L2 ,
(2.9)

onde ‖ · ‖L2 denota a norma usual em L2(0, L).

Agora, reescreveremos o sistema (2.1) - (2.5) como um problema de valor
inicial. Denotemos por U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W )t onde Φ = ϕt,Ψ = ψt e W = wt. Assim,
podemos escrever o sistema (2.1) - (2.5) na seguinte forma matricial.

Ut =



ϕt

Φt

ψt

Ψt

wt

Wt


=



Φ
k
ρ1

(ϕx + ψ + lw)x + k0
ρ1
l(wx − lϕ)− 1

ρ1
f1(ϕ, ψ,w)− g1(Φ)

ρ1

Ψ
b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(ϕx + ψ + lw)− 1

ρ2
f2(ϕ, ψ,w)− g2(Ψ)

ρ2

W
k0
ρ1

(wx − lϕ)x − k
ρ1
l(ϕx + ψ + lw)− 1

ρ1
f3(ϕ, ψ,w)− g3(W )

ρ1


,

ou ainda,

Ut = AU + F(U),

onde A : D(A) ⊂ H → H é o operador linear dado por

A =



0 I 0 0 0 0
k
ρ1
∂2
x − k0l2

ρ1
I 0 k

ρ1
∂x 0 (k+k0)l

ρ1
∂x 0

0 0 0 I 0 0

− k
ρ2
∂x 0 b

ρ2
∂2
x − k

ρ2
I 0 − kl

ρ2
I 0

0 0 0 0 0 I

− (k+k0)l
ρ1

∂x 0 − kl
ρ1
I 0 k0

ρ1
∂2
x − kl2

ρ1
I 0


, (2.10)

cujo domínio é dado por

D(A) =
[
(H1

0 (0, L) ∩H2(0, L))×H1
0 (0, L)

]3
,
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e F : H → H é a aplicação não linear definida por

F(U) =



0

− 1
ρ1

(
f1(ϕ, ψ, w) + g1(Φ)

)
0

− 1
ρ2

(
f2(ϕ, ψ, w) + g2(Ψ)

)
0

− 1
ρ1

(
f3(ϕ, ψ,w) + g3(W )

)


, (2.11)

onde por P t denotaremos o transposto da matriz P . Com estas notações, o problema (2.1) -
(2.5) pode ser reescrito da forma {

Ut = AU + F(U),

U(0) = U0.
(2.12)

com U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, w0, w1)t.

Observação. De acordo com a Seção 1.2, em H1
0 (0, L) a norma é dada por

‖u‖H1
0

= ‖ux‖L2 ,

o qual é equivalente à norma induzida por H1(0, L).

Denotaremos por | · | a norma usual emH, ou seja,

|U |2H = ‖Φ‖2
L2 + ‖Ψ‖2

L2 + ‖W‖2
L2 + ‖ϕ‖2

H1
0

+ ‖ψ‖2
H1

0
+ ‖w‖2

H1
0

= ‖Φ‖2
L2 + ‖Ψ‖2

L2 + ‖W‖2
L2 + ‖ϕx‖2

L2 + ‖ψx‖2
L2 + ‖wx‖2

L2 .

Assim, temos:

Lema 2.1. A norma ‖ · ‖H definida pelo produto interno (2.8) e a norma | · |H usual são

equivalentes, desde que l < 1
2cp

, ou seja, existem constantes a1, a2 tais que,

k‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 + k0‖wx − lϕ‖2

L2 + b‖ψx‖2
L2 ≤ a1

(
‖ϕ‖2

H1
0

+ ‖ψ‖2
H1

0
+ ‖w‖2

H1
0

)
(2.13)

e

‖ϕx‖2
L2 + ‖ψx‖2

L2 + ‖wx‖2
L2 ≤ a2

(
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

)
. (2.14)
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Demonstração: Note que, utilizando a Desigualdade Triangular obtemos

k‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 ≤ 2k‖ ϕx + ψ‖2

L2 + 2kl2‖ w‖2
L2

≤ 2k
(
2‖ϕx‖2

L2 + 2‖ψ‖2
L2

)
+ 2kl2‖w‖2

L2

= 4k‖ϕx‖2
L2 + 4k‖ψ‖2

L2 + 2kl2‖w‖2
L2

e

k0‖wx − lϕ‖2
L2 ≤ 2k0‖wx‖2

L2 + 2k0l
2‖ϕ‖2

L2 .

Somando membro a membro as inequações acima e usando a Desigualdade de Poincaré, temos,

k‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 + k0‖wx − lϕ‖2

L2 ≤ 4k‖ϕx‖2
L2 + 4k‖ψ‖2

L2 + 2kl2‖w‖2
L2

+2k0‖wx‖2
L2 + 2k0l

2‖ϕ‖2
L2

≤ 4k‖ϕ‖2
H1

0
+ 4kc2

p‖ψx‖2
L2 + 2kl2c2

p‖wx‖2
L2

+2k0‖w‖2
H1

0
+ 2k0l

2c2
p‖ϕx‖2

L2 ,

onde cp representa a constante de Poincaré.
Somando o termo b‖ψx‖2

L2 em ambos os lados da desigualdade acima, temos

k‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 + k0‖wx − lϕ‖2

L2 + b‖ψx‖2
L2

≤
(
4k + 2k0l

2c2
p

)
‖ϕ‖2

H1
0

+
(
4kc2

p + b
)
‖ψx‖2

L2 +
(
2kl2c2

p + 2k0

)
‖w‖2

H1
0

≤ a1

(
‖ϕ‖2

H1
0

+ ‖ψ‖2
H1

0
+ ‖w‖2

H1
0

)
,

onde a1 = max
{(

4k + 2k0l
2c2
p

)
,
(
4kc2

p + b
)
,
(
2kl2c2

p + 2k0

)}
> 0. O que prova (2.13).

Resta mostrar a desigualdade (2.14). Observe que, usando as desigualdades Triangular e de
Poincaré, temos

‖ϕx‖2
L2 = ‖ ϕx + ψ + lw − (ψ + lw) ‖2

L2

≤ 2‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 + 2‖ψ + lw‖2

L2

≤ 2‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 + 4‖ψ‖2

L2 + 4l2‖w‖2
L2

≤ 2‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 + 4c2

p‖ψx‖2
L2 + 4l2c2

p‖wx‖2
L2

e
‖wx‖2

L2 = ‖wx − lϕ+ lϕ‖2
L2

≤ 2‖wx − lϕ‖2
L2 + 2l2‖ϕ‖2

L2

≤ 2‖wx − lϕ‖2
L2 + 2l2c2

p‖ϕx‖2
L2 .
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Somando as duas desigualdades acima, membro a membro, obtemos,

‖ϕx‖2
L2 + ‖wx‖2

L2 ≤ 2‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 + 4c2

p‖ψx‖2
L2 + 4l2c2

p‖wx‖2
L2

+2‖wx − lϕ‖2
L2 + 2l2c2

p‖ϕx‖2
L2 .

Além disso, somando o termo ‖ψx‖2
L2 em ambos os lados da desigualdade acima, temos,

‖ϕx‖2
L2 + ‖wx‖2

L2 + ‖ψx‖2
L2 ≤ 2‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 +
(
4c2
p + 1

)
‖ψx‖2

L2 + 4l2c2
p‖wx‖2

L2

+2‖wx − lϕ‖2
L2 + 2l2c2

p‖ϕx‖2
L2 ,

donde, temos que,(
1− 2l2c2

p

)
‖ϕx‖2L2 +

(
1− 4l2c2

p

)
‖wx‖2L2 + ‖ψx‖2L2 ≤2‖ ϕx + ψ + lw‖2L2 +

(
4c2
p + 1

)
‖ψx‖2L2

+ 2‖wx − lϕ‖2L2 .
(2.15)

Da hipótese, l < 1
2cp
, segue que 1− 4l2c2

p > 0 e como

0 < 1− 4l2c2
p < 1− 2l2c2

p,

então tomando m = 1− 4l2c2
p segue de (2.15) que

m
(
‖ϕx‖2

L2 + ‖wx‖2
L2 + ‖ψx‖2

L2

)
≤2k

k
‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 +

(
4c2
p + 1

)
b

b
‖ψx‖2

L2

+
2k0

k0

‖wx − lϕ‖2
L2 .

Logo,

‖ϕx‖2
L2 + ‖wx‖2

L2 + ‖ψx‖2
L2 ≤

2k

km
‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 +

(
4c2
p + 1

)
b

bm
‖ψx‖2

L2

+
2k0

k0m
‖wx − lϕ‖2

L2 ,

≤a2

(
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

)
,

onde a2 = max

{
2
km
,
(4c2p+1)
bm

, 2
k0m

}
> 0, mostrando assim a desigualdade (2.14).

Portanto, as normas ‖ · ‖H e | · |H são equivalentes. �

2.2 EXISTÊNCIA E UNICIDADE

Nesta seção, usando a teoria de semigrupos, mostraremos que o problema
(2.12) admite uma única solução. Com isso, concluiremos o mesmo para o problema (2.1) -
(2.5). Primeiramente, iremos mostrar que o operador A definido em (2.10) é gerador infinitesi-
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mal de um semigrupo de classe C0 de contrações emH.

Teorema 2.2. O operador A definido em (2.10), é gerador infinitesimal de um semigrupo de

contrações de classe C0 S(t) sobre o espaço de HilbertH.

Demonstração: Do Corolário 1.32, devemos mostrar que o operador A satisfaz as seguintes
condições:
(i) A é dissipativo emH,
(ii) 0 ∈ ρ(A), onde ρ(A) é o conjunto resolvente de A,
(iii) D(A) é denso emH.

Prova de (i).
Note que para todo U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W )t ∈ D(A) temos

AU =



Φ
k
ρ1

(ϕx + ψ + lw)x + k0
ρ1
l(wx − lϕ)

Ψ
b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(ϕx + ψ + lw)

W
k0
ρ1

(wx − lϕ)x − k
ρ1
l(ϕx + ψ + lw)


.

Assim,

(AU,U)H = k((ϕx + ψ + lw)x,Φ)︸ ︷︷ ︸+k0l(wx − lϕ,Φ) + b(ψxx,Ψ)︸ ︷︷ ︸
− k(ϕx + ψ + lw,Ψ) + k0((wx − lϕ)x,W )︸ ︷︷ ︸−kl(ϕx + ψ + lw,W )

+ b(Ψx, ψx) + k(Φx + Ψ + lW, ϕx + ψ + lw) + k0(Wx − lΦ, wx − lϕ).

Fazendo integração por partes nos termos destacados e notando que os termos de fronteira se
anulam, temos que

(AU,U)H =− k(ϕx + ψ + lw,Φx) + k0l(wx − lϕ,Φ)− b(ψx,Ψx)

− k(ϕx + ψ + lw,Ψ)− k0(wx − lϕ,Wx)− kl(ϕx + ψ + lw,W )

+ b(Ψx, ψx) + k(Φx + Ψ + lW, ϕx + ψ + lw) + k0(Wx − lΦ, wx − lϕ).

Rearranjando os termos, tem-se

(AU,U)H =− k(ϕx + ψ + lw,Φx + Ψ + lW )− k0(wx − lϕ,Wx − lΦ)− b(ψx,Ψx)

+ k(Φx + Ψ + lW, ϕx + ψ + lw) + k0(Wx − lΦ, wx − lϕ) + b(Ψx, ψx) = 0,

ou seja,
Re(AU,U)H = (AU,U)H = 0. (2.16)
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Portanto, o operador A é dissipativo de acordo com a Definição 1.30.

Prova de (ii).
Devemos mostrar que A é invertível e que sua inversa A−1 : H → D(A) é limitada.

• A é invertível.
De fato, dado J = (j1, j2, j3, j4, j5, j6) ∈ H, queremos mostrar que existe um único
U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W )t ∈ D(A) tal que AU = J t, ou seja,

AU =



Φ
k
ρ1

(ϕx + ψ + lw)x + k0
ρ1
l(wx − lϕ)

Ψ
b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(ϕx + ψ + lw)

W
k0
ρ1

(wx − lϕ)x − k
ρ1
l(ϕx + ψ + lw)


=



j1

j2

j3

j4

j5

j6


= J t.

Desta forma, consideramos

Φ = j1 ∈ H1
0 (0, L), Ψ = j3 ∈ H1

0 (0, L) e W = j5 ∈ H1
0 (0, L). (2.17)

Resta mostrar que existem ϕ, ψ e w em H1
0 (0, L) ∩H2(0, L) satisfazendo,

k(ϕx + ψ + lw)x + k0l(wx − lϕ) = ρ1j2 = −h1, (2.18)

bψxx − k(ϕx + ψ + lw) = ρ2j4 = −h2, (2.19)

k0(wx − lϕ)x − kl(ϕx + ψ + lw) = ρ1j6 = −h3. (2.20)

Agora vamos analisar a equação variacional relacionada ao sistema (2.18)-(2.20).
Consideremos V = H1

0 (0, L)×H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L) o espaço de Hilbert munido da norma

|(ϕ, ψ, w)|V = ‖ϕ‖H1
0

+ ‖ψ‖H1
0

+ ‖w‖H1
0

= ‖ϕx‖L2 + ‖ψx‖L2 + ‖wx‖L2 . (2.21)

Afirmamos que existe uma única terna (ϕ, ψ,w) ∈ V satisfazendo a equação variacional

k

∫ L

0
(ϕx + ψ + lw)(ϕ̃x + ψ̃ + lw̃)dx + b

∫ L

0
ψxψ̃xdx + k0

∫ L

0
(wx − lϕ)(w̃x − lϕ̃)dx

=

∫ L

0
(h1ϕ̃+ h2ψ̃ + h3w̃)dx,

para toda (ϕ̃, ψ̃, w̃) ∈ V .
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De fato, considere agora a seguinte forma bilinear a[·, ·] : V × V → R dada por,

a[(ϕ, ψ, w), (ϕ̃, ψ̃, w̃)] = k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)(ϕ̃x + ψ̃ + lw̃)dx+ b

∫ L

0

ψxψ̃xdx

+ k0

∫ L

0

(wx − lϕ)(w̃x − lϕ̃)dx

= k((ϕx + ψ + lw), (ϕ̃x + ψ̃ + lw̃)) + b(ψx, ψ̃x)

+ k0((wx − lϕ), (w̃x − lϕ̃))

(2.22)

e seja Λ : V → R o funcional linear dado por,

Λ((ϕ̃, ψ̃, w̃)) =

∫ L

0

(h1ϕ̃+ h2ψ̃ + h3w̃)dx. (2.23)

Agora, iremos mostrar que a e Λ satisfazem as hipóteses do Lema de Lax-Milgram.

(a)(a)(a) a[·, ·]a[·, ·]a[·, ·] é contínua.
De fato, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Triangular temos

|a[(ϕ, ψ,w),(ϕ̃, ψ̃, w̃)]|

≤k‖ϕx + ψ + lw‖L2‖ϕ̃x + ψ̃ + lw̃‖L2 + b‖ψx‖L2‖ψ̃x‖L2

+ k0‖wx − lϕ‖L2‖w̃x − lϕ̃‖L2

≤k(‖ϕx‖L2 + ‖ψ‖L2 + ‖lw‖L2)(‖ϕ̃x‖L2 + ‖ψ̃‖L2 + ‖lw̃‖L2)

+ b‖ψx‖L2‖ψ̃x‖L2 + k0(‖wx‖L2 + ‖lϕ‖L2)(‖w̃x‖L2 + ‖lϕ̃‖L2)

=k(‖ϕx‖L2‖ϕ̃x‖L2 + ‖ϕx‖L2‖ψ̃‖L2 + l‖ϕx‖L2‖w̃‖L2 + ‖ψ‖L2‖ϕ̃x‖L2

+ ‖ψ‖L2‖ψ̃‖L2 + l‖ψ‖L2‖w̃‖L2 + l‖w‖L2‖ϕ̃x‖L2 + l‖w‖L2‖ψ̃‖L2

+ l2‖w‖L2‖w̃‖L2) + b‖ψx‖L2‖ψ̃x‖L2

+ k0(‖wx‖L2‖w̃x‖L2 + l‖wx‖L2‖ϕ̃‖L2 + l‖ϕ‖L2‖w̃x‖L2 + l2‖ϕ‖L2‖ϕ̃‖L2).

Usando a Desigualdade de Poincaré, temos que

|a[(ϕ, ψ,w), (ϕ̃, ψ̃, w̃)]|

≤c(‖ϕx‖L2‖ϕ̃x‖L2 + ‖ϕx‖L2‖ψ̃x‖L2 + ‖ϕx‖L2‖w̃x‖L2 + ‖ψx‖L2‖ϕ̃x‖L2

+ ‖ψx‖L2‖ψ̃x‖L2 + ‖ψx‖L2‖w̃x‖L2 + ‖wx‖L2‖ϕ̃x‖L2 + ‖wx‖L2‖ψ̃x‖L2

+ ‖wx‖L2‖w̃x‖L2)

=c(‖ϕx‖L2 + ‖ψx‖L2 + ‖wx‖L2)(‖ϕ̃x‖+L2 ‖ψ̃x‖L2 + ‖w̃x‖L2)

=c|(ϕ, ψ,w)|V |(ϕ̃, ψ̃, w̃)|V ,

onde c = c(l, cp, k0, k, b) > 0.
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Logo,
|a[(ϕ, ψ, w), (ϕ̃, ψ̃, w̃)]| ≤ c|(ϕ, ψ, w)|V |(ϕ̃, ψ̃, w̃)|V ,

para todo (ϕ, ψ,w), (ϕ̃, ψ̃, w̃) em V , ou seja, a é limitada.

(b)(b)(b) a[·, ·]a[·, ·]a[·, ·] é coerciva.
Observe que, da Desigualdade Triangular

|(ϕ, ψ,w)|V = ‖ϕx‖L2 + ‖ψx‖L2 + ‖wx‖L2

≤ ‖ϕx + ψ + lw‖L2 + ‖ψ + lw‖L2 + ‖ψx‖L2 + ‖wx − lϕ‖L2 + ‖lϕ‖L2

≤ ‖ϕx + ψ + lw‖L2 + ‖ψ‖L2 + l‖w‖L2 + ‖ψx‖L2 + ‖wx − lϕ‖L2 + l‖ϕ‖L2 .

Pela Desigualdade de Poincaré segue que

|(ϕ, ψ, w)|V
≤ ‖ϕx + ψ + lw‖L2 + (cp + 1)‖ψx‖L2 + lcp‖wx‖L2 + ‖wx − lϕ‖L2 + lcp‖ϕx‖L2 .

Logo,

(1− lcp)‖ϕx‖L2 + ‖ψx‖L2 + (1− lcp)‖wx‖L2

≤ ‖ϕx + ψ + lw‖L2 + (cp + 1)‖ψx‖L2 + ‖wx − lϕ‖L2 .

Tomando c = 1− lcp > 0, pois l < 1
2cp.

c(‖ϕx‖L2 + ‖ψx‖L2 + ‖wx‖L2)

≤ ‖ϕx + ψ + lw‖L2 + (cp + 1)‖ψx‖L2 + ‖wx − lϕ‖L2 .

Logo
‖ϕx‖L2 + ‖ψx‖L2 + ‖wx‖L2

≤ 1

c
‖ϕx + ψ + lw‖L2 +

(cp + 1)

c
‖ψx‖L2 +

1

c
‖wx − lϕ‖L2

=
1

ck
k‖ϕx + ψ + lw‖L2 +

(cp + 1)

cb
b‖ψx‖L2 +

1

ck0

k0‖wx − lϕ‖L2 .

Considerando ĉ1 = máx
{

1
ck
, (cp+1)

cb
, 1
ck0

}
, obtemos

‖ϕx‖L2 + ‖ψx‖L2 + ‖wx‖L2 ≤ ĉ1

(
k‖ϕx + ψ + lw‖L2 + b‖ψx‖L2 + k0‖wx − lϕ‖L2

)
. (2.24)
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Elevando ao quadrado ambos os termos de (2.24), temos

|(ϕ, ψ,w)|2V = (‖ϕx‖L2 + ‖ψx‖L2 + ‖wx‖L2)2

≤ ĉ2
1(k‖ϕx + ψ + lw‖L2 + b‖ψx‖L2 + k0‖wx − lϕ‖L2)2

≤ ĉ2
1(4k2‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 + 4b2‖ψx‖2
L2 + 2k2

0‖wx − lϕ‖2
L2)

≤ ĉ2(k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2)

≤ ĉ2a[(ϕ, ψ,w), (ϕ, ψ,w)],

onde ĉ2 = ĉ2
1máx {4k, 4b, 2k0} > 0. Logo,

a[(ϕ, ψ,w), (ϕ, ψ,w)] ≥ 1

ĉ2

|(ϕ, ψ,w)|2V ,

o que mostra que a é coercivo.
Note que Λ é limitado, pois usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e

Poincaré, temos que

∣∣∣Λ((ϕ̃, ψ̃, w̃))
∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ L

0

h1ϕ̃dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ L

0

h2ψ̃dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ L

0

h3w̃dx

∣∣∣∣
≤‖h1‖L2 ‖ϕ̃‖L2 + ‖h1‖L2 ‖ψ̃‖L2 + ‖h3‖L2 ‖w̃‖L2

≤C
(
‖ϕ̃x‖L2 + ‖ψ̃x‖L2 + ‖w̃x‖L2

)
≤C

∣∣∣(ϕ̃, ψ̃, w̃)
∣∣∣
V
, ∀ (ϕ̃, ψ̃, w̃) ∈ V ,

onde C = máx {‖h1‖L2 , ‖h2‖L2 , ‖h3‖L2} cp.
Portanto, pelo Lema de Lax-Milgran existe uma única terna, (ϕ, ψ,w) ∈ V tal que,

a[(ϕ, ψ,w), (ϕ̃, ψ̃, w̃)] = Λ(ϕ̃, ψ̃, w̃), ∀ (ϕ̃, ψ̃, w̃) ∈ V , (2.25)

onde a e Λ são dados em (2.22) e (2.23).
Agora mostraremos que de fato, (ϕ, ψ,w) ∈ (H1

0 (0, L) ∩H2(0, L))
3 e que satisfaz (2.18)-

(2.20).

Tomando em particular ϕ̃ = 0, ψ̃ = 0 e w̃ = ξ ∈ C∞0 (0, L) em (2.25) temos

∫ L

0

k(ϕx + ψ + lw)(lξ)dx +

∫ L

0

k0(wx − lϕ)(ξx)dx =

∫ L

0

h3ξdx, ∀ ξ ∈ C∞0 (0, L),
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ou seja,∫ L

0

k0(wx − lϕ)(ξx)dx = −
∫ L

0

k(ϕx + ψ + lw)(lξ)dx+

∫ L

0

h3ξdx

= −
∫ L

0

[kl(ϕx + ψ + lw)− h3]ξdx, ∀ ξ ∈ C∞0 (0, L).

Logo da definição de derivada fraca, temos

k0(wx − lϕ)x = kl(ϕx + ψ + lw)− h3,

ou seja,

wxx =
1

k0

(k0lϕx + kl(ϕx + ψ + lw)− h3) ∈ L2(0, L).

Assim (2.20) é satisfeita e w também pertence a H2(0, L).

Portanto, w ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L).

Agora, para ϕ̃ = 0, ψ̃ = ζ ∈ C∞0 (0, L) e w̃ = 0, em (2.25) temos,

∫ L

0

k(ϕx + ψ + lw)ζdx+

∫ L

0

bψxζxdx =

∫ L

0

h2ζdx, ∀ ζ ∈ C∞0 (0, L),

ou seja, ∫ L

0

bψxζxdx = −
∫ L

0

(k(ϕx + ψ + lw)− h2)ζdx, ∀ ζ ∈ C∞0 (0, L).

Assim, da definição de derivada fraca, temos,

bψxx = k(ϕx + ψ + lw)− h2 em L2(0, L),

isto é, (2.19) é satisfeita e além disso, ψ também pertence aH2(0, L). Portanto, ψ ∈ H1
0 (0, L)∩

H2(0, L).

Finalmente, fazendo ϕ̃ = σ ∈ C∞0 (0, L), ψ̃ = 0 e w̃ = 0 em (2.25), temos

∫ L

0

k(ϕx + ψ + lw)σxdx −
∫ L

0

k0(wx − lϕ)(lσ)dx =

∫ L

0

h1σdx, ∀ σ ∈ C∞0 (0, L),

ou seja,∫ L

0

k(ϕx + ψ + lw)σxdx =

∫ L

0

[k0l(wx − lϕ) + h1]σdx, ∀ σ ∈ C∞0 (0, L).
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Assim,
k(ϕx + ψ + lw)x = −k0l(wx − lϕ)− h1, em L2(0, L),

isto é, (2.18) é satisfeita. Além disso,

ϕxx =
1

k
(−kψx − klwx − k0l(wx − lϕ)− h1) ∈ L2(0, L).

Logo, ϕ também pertence a H2(0, L). Portanto ϕ ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L).

Assim, concluímos que existe uma única terna (ϕ, ψ,w) com ϕ ∈ (H1
0 (0, L) ∩ H2(0, L)),

ψ ∈ (H1
0 (0, L) ∩ H2(0, L)) e w ∈ (H1

0 (0, L) ∩ H2(0, L)), satisfazendo o sistema (2.18) -
(2.20).
Portanto, existe uma única U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W ) ∈ D(A) tal que AU = J t, o que prova que
o operador A−1 existe.

Agora, mostraremos que o operadorA−1 é limitado, ou seja, para todo J = (j1, j2, j3, j4, j5, j6)t,

existe c > 0 tal que ‖A−1J‖2
H ≤ c‖J‖2

H.
Seja J = (j1, j2, j3, j4, j5, j6) ∈ H. Então, pelo que mostramos anteriormente existe U ∈ D(A)

tal que AU = J , ou seja, em termos de suas componentes

Φ = j1 (2.26)

k(ϕx + ψ + lw)x + k0l(wx − lϕ) = ρ1j2 (2.27)

Ψ = j3 (2.28)

bψxx − k(ϕx + ψ + lw) = ρ2j4 (2.29)

W = j5 (2.30)

k0(wx − lϕ)x − kl(ϕx + ψ + lw) = ρ1j6. (2.31)

Multiplicando (2.27) por ϕ, (2.29) por ψ, (2.31) por w, e integrando sobre o intervalo [0, L],
temos

k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)xϕdx︸ ︷︷ ︸+k0l

∫ L

0

(wx − lϕ)ϕdx = ρ1

∫ L

0

j2ϕdx

b

∫ L

0

ψxxψdx︸ ︷︷ ︸−k
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)ψdx = ρ2

∫ L

0

j4ψdx

k0

∫ L

0

(wx − lϕ)xwdx︸ ︷︷ ︸−kl
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)wdx = ρ1

∫ L

0

j6wdx.

Somando membro a membro, fazendo integração por partes nos termos destacados e notando
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que os termos de fronteira se anulam, temos

−k‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 − k0‖wx − lϕ‖2

L2 − b‖ψx‖2
L2 =∫ L

0

ρ1j2ϕdx+

∫ L

0

ρ2j4ψdx+

∫ L

0

ρ1j6wdx,

ou seja,

k‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 + k0‖wx − lϕ‖2

L2 + b‖ψx‖2
L2 =

−
∫ L

0

ρ1j2ϕdx−
∫ L

0

ρ2j4ψdx−
∫ L

0

ρ1j6wdx.

Da última igualdade e considerando Φ = j1, Ψ = j3, W = j5 na definição da norma em H
(2.9),
obtemos

‖U‖2
H =ρ1‖j1‖2

L2 + ρ2‖j3‖2
L2 + ρ1‖j5‖2

L2 −
∫ L

0

ρ1j2ϕdx

−
∫ L

0

ρ2j4ψdx−
∫ L

0

ρ1j6wdx.

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

‖U‖2
H ≤ρ1‖j1‖2

L2 + ρ2‖j3‖2
L2 + ρ1‖j5‖2

L2 + ρ1‖j2‖L2‖ϕ‖L2

+ ρ2‖j4‖L2‖ψ‖L2 + ρ1‖j6‖L2‖w‖L2 .

Da Desigualdade de Poincaré segue que

‖U‖2
H ≤ρ1‖j1,x‖2

L2 + ρ2‖j3,x‖2
L2 + ρ1‖j5,x‖2

L2 + ρ1c
2
p‖j2‖L2‖ϕx‖L2

+ ρ2c
2
p‖j4‖L2‖ψx‖L2 + ρ1c

2
p‖j6‖L2‖wx‖L2

ou seja, existe C = C(ρ1, ρ2, cp) > 0 tal que

‖U‖2
H ≤ C|J |2H + C|U |H|J |H.

Mas como |U |H e ‖U‖H são equivalentes, então

‖U‖2
H ≤ C‖J‖2

H + C‖U‖H‖J‖H.

Pela Desigualdade de Young, temos

‖U‖2
H ≤ C‖J‖2

H + Cε‖J‖2
H + ε‖U‖2

H.
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Tomando ε suficientemente pequeno, temos que

‖A−1J‖2
H = ‖U‖2

H ≤ C̃ε‖J‖2
H, ∀ J ∈ H.

Portanto, concluímos que A−1 é limitado, o que conclui a prova de que 0 ∈ ρ(A).

Prova de (iii). Vamos mostrar que D(A) é denso emH.
De fato, da Teoria de espaços de Sobolev, sabemos que H1

0 (0, L) é denso em L2(0, L) e
que H2(0, L) é denso em H1

0 (0, L), com isso, temos que (H1
0 (0, L) ∩ H2(0, L)) é denso em

H1
0 (0, L). Portanto

D(A) = (H1
0 ∩H2)×H1

0 × (H1
0 ∩H2)×H1

0 × (H1
0 ∩H2)×H1

0 ,

é denso em

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

0 (0, L)× L2(0, L)×H1
0 (0, L)× L2(0, L).

O que conclui a prova do Teorema 2.2. �

No que segue, tendo em vista o Teorema 1.36 mostraremos agora que F defi-
nida em (2.11) é localmente lipschitziana emH.

Lema 2.3. A aplicação F : H → H definida em (2.11) é localmente Lipschitziana.

Demonstração: Sejam U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W ) e Ũ = (ϕ̃, Φ̃, ψ̃, Ψ̃, w̃, W̃ ) em H. Considere-
mos R > 0 tais que

‖U‖H ≤ R e ‖Ũ‖H ≤ R.

Vamos mostrar que existe uma constante C = C(R) > 0 tal que

‖F(U)−F(Ũ)‖2
H ≤ C‖U − Ũ‖2

H. (2.32)

Da definição de F em (2.11) temos que

‖F(U)−F(Ũ)‖2
H =ρ1

∥∥∥∥ 1

ρ1

(f1(ϕ, ψ,w)− f1(ϕ̃, ψ̃, w̃)) +
1

ρ1

(g1(Φ)− g1(Φ̃))

∥∥∥∥2

L2

+ ρ2

∥∥∥∥ 1

ρ2

(f2(ϕ, ψ,w)− f2(ϕ̃, ψ̃, w̃)) +
1

ρ2

(g2(Ψ)− g2(Ψ̃))

∥∥∥∥2

L2

+ ρ1

∥∥∥∥ 1

ρ1

(f3(ϕ, ψ,w)− f3(ϕ̃, ψ̃, w̃)) +
1

ρ1

(g3(W )− g3(W̃ ))

∥∥∥∥2

L2

.
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Denotando por ∆fi = fi(ϕ, ψ,w)− fi(ϕ̃, ψ̃, w̃) para i = 1, 2, 3 temos

‖F(U)−F(Ũ)‖2H ≤
2

ρ1
‖∆f1‖2L2 +

2

ρ2
‖∆f2‖2L2 +

2

ρ1
‖∆f3‖2L2

+
2

ρ1

∥∥∥(g1(Φ)− g1(Φ̃))
∥∥∥2

L2

+
2

ρ2

∥∥∥(g2(Ψ)− g2(Ψ̃))
∥∥∥2

L2
+

2

ρ1

∥∥∥(g3(W )− g3(W̃ ))
∥∥∥2

L2
.

(2.33)

Agora, note que para cada i = 1, 2, 3 podemos escrever

∆fi = (fi(ϕ, ψ, w)− fi(ϕ, ψ, w̃)) + (fi(ϕ, ψ, w̃)− fi(ϕ, ψ̃, w̃)) + (fi(ϕ, ψ̃, w̃)− fi(ϕ̃, ψ̃, w̃))

assim, da Desigualdade Triangular temos

1

ρ1

∫ L

0

|∆f1|2dx =
1

ρ1

∫ L

0

|(f1(ϕ, ψ,w)− f1(ϕ, ψ, w̃)) + (f1(ϕ, ψ, w̃)

− f1(ϕ, ψ̃, w̃)) + (f1(ϕ, ψ̃, w̃)− f1(ϕ̃, ψ̃, w̃)|2dx

≤ 4

ρ1

∫ L

0

|f1(ϕ, ψ, w)− f1(ϕ, ψ, w̃)|2dx

+
4

ρ1

∫ L

0

|f1(ϕ, ψ, w̃)− f1(ϕ, ψ̃, w̃)|2dx

+
4

ρ1

∫ L

0

|f1(ϕ, ψ̃, w̃)− f1(ϕ̃, ψ̃, w̃)|2dx.

Usando a Hipótese 1

1

ρ1

∫ L

0

|∆f1|2dx ≤
4

ρ1

∫ L

0

σ2
1(|ϕ|, |ψ|)(1 + |w|γ1 + |w̃|γ1)2|w − w̃|2dx

+
4

ρ1

∫ L

0

σ2
1(|ϕ|, |w̃|)(1 + |ψ|γ1 + |ψ̃|γ1)2|ψ − ψ̃|2dx

+
4

ρ1

∫ L

0

σ2
1(|ψ̃|, |w̃|)(1 + |ϕ|γ1 + |ϕ̃|γ1)2|ϕ− ϕ̃|2dx.

De H1
0 (0, L) ↪→ L∞(0, L), ‖U‖H ≤ R e ‖Ũ‖H ≤ R temos que existe c̃∞ > 0 tal que,

‖ϕ‖∞ ≤ c̃∞R, ‖ϕ̃‖∞ ≤ c̃∞R, ‖ψ‖∞ ≤ c̃∞R, ‖ψ̃‖∞ ≤ c̃∞R,

‖w‖∞ ≤ c̃∞R, ‖w̃‖∞ ≤ c̃∞R.
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Assim, como σ1 é contínua em R2, então existe uma constate K1
R > 0 tal que

σ2
1(|ϕ|, |ψ|) ≤ max

τ,λ∈[0,c̃∞]
σ2

1(|τ |, |λ|) ≤ K1
R,

σ2
1(|ϕ|, |w̃|) ≤ max

τ,λ∈[0,c̃∞]
σ2

1(|τ |, |λ|) ≤ K1
R,

σ2
1(|ψ̃|, |w̃|) ≤ max

τ,λ∈[0,c̃∞]
σ2

1(|τ |, |λ|) ≤ K1
R.

Assim,
1

ρ1

∫ L

0

|∆f1|2dx ≤
4K1

R

ρ1

∫ L

0

(1 + |w|γ1 + |w̃|γ1)2 |w − w̃|2dx

+
4K1

R

ρ1

∫ L

0

(
1 + |ψ|γ1 + |ψ̃|γ1

)2

|ψ − ψ̃|2dx

+
4K1

R

ρ1

∫ L

0

(1 + |ϕ|γ1 + |ϕ̃|γ1)2 |ϕ− ϕ̃|2dx.

Da desigualdade

(1 + |a|p + |b|p)2 ≤ 4
(
1 + |a|2p + |b|2p

)
∀ a, b, p ∈ R,

temos
1

ρ1

∫ L

0

|∆f1|2dx ≤
16K1

R

ρ1

∫ L

0

(
1 + |ϕ|2γ1 + |ϕ̃|2γ1

)
|ϕ− ϕ̃|2dx

+
16K1

R

ρ1

∫ L

0

(
1 + |ψ|2γ1 + |ψ̃|2γ1

)
|ψ − ψ̃|2dx

+
16K1

R

ρ1

∫ L

0

(
1 + |w|2γ1 + |w̃|2γ1

)
|w − w̃|2dx,

e de H1
0 (0, L) ↪→ L∞(0, L),

1

ρ1

∫ L

0

|∆f1|2dx ≤
16

ρ1

K1
R

(
1 + ‖ϕ‖2γ1

∞ + ‖ϕ̃‖2γ1
∞
)
‖ϕ− ϕ̃‖2

L2

+
16

ρ1

K1
R

(
1 + ‖ψ‖2γ1

∞ + ‖ψ̃‖2γ1
∞

)
‖ψ − ψ̃‖2

L2

+
16

ρ1

K1
R

(
1 + ‖w‖2γ1

∞ + ‖w̃‖2γ1
∞
)
‖w − w̃‖2

L2

≤K2
R

(
‖ϕ− ϕ̃‖2

L2 + ‖ψ − ψ̃‖2
L2 + ‖w − w̃‖2

L2

)
,

(2.34)

onde K2
R = 16

ρ1
K1
R

(
1 + 3 (c̃∞R)2γ1

)
> 0.

Utilizando o mesmo raciocínio, temos que existem constantes K3
R, K

4
R > 0, tais que

1

ρ2

∫ L

0

|∆f2|2dx ≤ K3
R

(
‖ϕ− ϕ̃‖2

L2 + ‖ψ − ψ̃‖2
L2 + ‖w − w̃‖2

L2

)
, (2.35)

1

ρ1

∫ L

0

|∆f3|2dx ≤ K4
R

(
‖ϕ− ϕ̃‖2

L2 + ‖ψ − ψ̃‖2
L2 + ‖w − w̃‖2

L2

)
. (2.36)
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De (2.34)-(2.36) e tomando K5
R = 2máx {K2

R, K
3
R, K

4
R} temos

2

ρ1

‖∆f1‖2 +
2

ρ2

‖∆f2‖2 +
2

ρ1

‖∆f3‖2 ≤ K5
R

(
‖ϕ− ϕ̃‖2

L2 + ‖ψ − ψ̃‖2
L2 + ‖w − w̃‖2

L2

)
≤ c2

pK
5
R

(
‖ϕx − ϕ̃x‖2

L2 + ‖ψx − ψ̃x‖2
L2 + ‖wx − w̃x‖2

L2

+‖Φ− Φ̃‖2
L2 + ‖Ψ− Ψ̃‖2

L2 + ‖W − W̃‖2
L2

)
≤ c2

pK
5
R|U − Ũ |2H

≤ c2
pK̂

5
R‖U − Ũ‖2

H,

devido a equivalência das normas | · |H e ‖ · ‖H.
Substituindo em (2.33) a desigualdade acima, obtemos,

‖F(U)−F(Ũ)‖2
H ≤c2

pK̂
5
Ra2‖U − Ũ‖2

H +
2

ρ1

∥∥∥(g1(Φ)− g1(Φ̃))
∥∥∥2

L2

+
2

ρ2

∥∥∥(g2(Ψ)− g2(Ψ̃))
∥∥∥2

L2
+

2

ρ1

∥∥∥(g3(W )− g3(W̃ ))
∥∥∥2

L2
.

Além disso, utilizando a Hipótese 2− (A2) temos que,

‖F(U)−F(Ũ)‖2
H ≤ KR‖U − Ũ‖2

H,

onde KR = máx
{
c2
pK̂

5
R,

2β2
1

ρ21
,

2β2
2

ρ22
,

2β2
3

ρ21

}
> 0 é uma constante que depende de R > 0. Portanto

F é uma função localmente Lipschitziana. �

Agora estamos em condições de obter o resultado de existência de solução
local dado pelo seguinte teorema:

Teorema 2.4. Suponhamos que as Hipóteses 1 e 2 sejam satisfeitas. Então, para todo U0 ∈
D(A), existe uma constante Tmax > 0 tal que o problema (2.12) em [0, Tmax) admite uma única

solução forte local U da forma

U(t) = S(t)U0 +

∫ t

0

S(t− s)F (U(s))ds, ∀ t ∈ [0, Tmax).

Demonstração: Do Teorema 2.2 segue que o operador A é gerador infinitesimal de um semi-
grupo de contrações de classe C0 S(t). Assim, pelo Teorema 1.31 segue que R(I + A) = H e
de (2.16) temos que Re(AU,U) = 0 para todo U ∈ D(A).

Logo pelo Lema 1.27 segue que A é m-acretivo. Assim, usando o Lema 2.3, A m-acretivo e o
Teorema 1.36 segue o resultado desejado. �

Agora mostraremos que podemos estender a solução local dada no Teorema
2.4 , para uma solução forte e global.
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Teorema 2.5. Suponhamos que as Hipóteses 1, 2 e 3 sejam válidas e seja U solução local em

um intevalo [0, Tmax) do problema (2.12), então Tmax = +∞, ou seja, dado U0 ∈ D(A) o

problema (2.12) admite uma única solução global.

Demonstração: Do Teorema 2.4, que dado U0 ∈ D(A) existe uma única solução local U em
um intervalo [0, Tmax). Do Teorema 1.37 temos que se Tmax <∞ então,

lim
t→T−max

‖U(t)‖H = +∞. (2.37)

Assim, para mostrar que U é uma solução global, vamos mostrar que (2.37) não ocorre.
No que se segue t ∈ [0, Tmax) e o omitiremos para uma questão de simplificação de notação.

Multiplicando a equação (2.1) por ϕt e integrando de 0 a L em relação a x,
obtemos

ρ1

∫ L

0

ϕttϕtdx−k
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)xϕtdx︸ ︷︷ ︸−k0l

∫ L

0

(wx − lϕ)ϕtdx

= −
∫ L

0

f1(ϕ, ψ,w)ϕtdx−
∫ L

0

g1(ϕt)ϕtdx.

Fazendo integração por partes no termo destacado, obtemos

ρ1

2

d

dt
‖ϕt‖2

L2 + k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)(ϕx)tdx− k0l

∫ L

0

(wx − lϕ)ϕtdx

= −
∫ L

0

f1(ϕ, ψ, w)ϕtdx−
∫ L

0

g1(ϕt)ϕtdx.

(2.38)

Agora, multiplicando a equação (2.2) por ψt e integrando de 0 a L em relação
a x, obtemos

ρ2

∫ L

0

ψttψtdx−b
∫ L

0

ψxxψtdx︸ ︷︷ ︸+k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)ψtdx

= −
∫ L

0

f2(ϕ, ψ, w)ψtdx−
∫ L

0

g2(ψt)ψtdx.

Fazendo integração por partes no termo destacado, obtemos

ρ2

2

d

dt
‖ψt‖2

L2 + b

∫ L

0

ψx(ψx)tdx+ k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)ψtdx

= −
∫ L

0

f2(ϕ, ψ, w)ψtdx−
∫ L

0

g2(ψt)ψtdx.

(2.39)
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Por último, multiplicando a equação (2.3) por wt e integrando de 0 a L em
relação a x, obtemos,

ρ1

∫ L

0

wttwtdx− k0

∫ L

0

(wx − lϕ)xwtdx︸ ︷︷ ︸+kl

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)wtdx

= −
∫ L

0

f3(ϕ, ψ, w)wtdx−
∫ L

0

g3(wt)wtdx.

Fazendo integração por partes no termo destacado, obtemos

ρ1

2

d

dt
‖wt‖2

L2 + k0

∫ L

0

(wx − lϕ)(wx)tdx+ kl

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)wtdx

= −
∫ L

0

f3(ϕ, ψ,w)wtdx−
∫ L

0

g3(wt)wtdx.

(2.40)

Somando (2.38), (2.39) e (2.40) membro a membro, temos,

d

dt

[
1

2
‖U‖2

H +

∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx

]
= −

∫ L

0

(g1(ϕt)ϕt + g2(ψt)ψt + g3(wt)wt)dx (2.41)

Da Hipótese 2− (A3) segue que

d

dt

[
1

2
‖U‖2

H +

∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx

]
≤ 0,

ou seja,
1

2
‖U‖2

H +

∫ L

0

F (ϕ, ψ, w)dx ≤ 1

2
‖U0‖2

H +

∫ L

0

F (ϕ0, ψ0, w0)dx.

Mas como F (s, r, q) ≥ 0, pelo lado direito da hipótese (2.7), da desigualdade de Hölder, da
Hipótese 1 e considerando fi(0, 0, 0) = 0 segue que

‖U(t)‖2
H ≤ C ∀ t ∈ [0, Tmax)

onde C = ‖U0‖2
H + 2

∫ L
0
F (ϕ0, ψ0, w0)dx.

Assim,
lim

t→T−max
‖U(t)‖H < +∞.

Portanto pelo Teorema 1.37 segue que Tmax = +∞ o que completa a demonstração da existên-
cia da solução é global. �
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2.3 DECAIMENTO EXPONENCIAL

Nesta seção iremos mostrar que a solução do problema de Cauchy (2.12), ou
equivalentemente, o sistema de Bresse (2.1) - (2.5) é exponencialmente estável.

Para isto, utilizaremos o método da energia perturbada, ou seja, mostrando
que existe um funcional L (funcional de Lyapunov) equivalente a energia associada ao pro-
blema, o qual decai exponencialmente.
Inicialmente definimos a energia E(t) associada ao sistema (2.1) - (2.5) por

E(t) =
ρ1

2
‖ϕt(t)‖2

L2 +
ρ2

2
‖ψt(t)‖2

L2 +
ρ1

2
‖wt(t)‖2

L2 +
b

2
‖ψx(t)‖2

L2

+
k

2
‖ ϕx(t) + ψ(t) + lw(t)‖2

L2 +
k0

2
‖wx(t)− lϕ(t)‖2

L2

+

∫ L

0

F (ϕ(t), ψ(t), w(t))dx.

Por simplificação, omitiremos do parâmetro t nas normas e integrais.
Note que da definição da energia temos a seguinte relação:

‖U‖2
H ≤ 2E(t). (2.42)

Lema 2.6. A derivada da energia satisfaz

d

dt
E(t) = −

∫ L

0

(g1(ϕt)ϕt + g2(ψt)ψt + g3(wt)wt)dx.

Demonstração: Multiplicando (2.1), (2.2), (2.3) por ϕt, ψt e wt, respectivamente, segue a
desigualdade desejada (vide (2.41)). �

Agora vamos determinar o funcional L (funcional de Lyapunov) que usare-
mos para demonstrar o decaimento exponencial de energia.

Lema 2.7. Seja R(t) o funcional definido por

R(t) = ρ1

∫ L

0

ϕt(t)ϕ(t)dx.

Então,

d

dt
R(t) =ρ1

∫ L

0

|ϕt|2dx+ k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)xϕdx+ k0l

∫ L

0

(wx − lϕ)ϕdx

−
∫ L

0

f1(ϕ, ψ,w)ϕdx−
∫ L

0

g1(ϕt)ϕdx.

Demonstração: Multiplicando a equação (2.1) por ϕ e integrando de 0 a L em relação a x,
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temos que

ρ1

∫ L

0

ϕttϕdx =k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)xϕdx+ k0l

∫ L

0

(wx − lϕ)ϕdx

−
∫ L

0

f1(ϕ, ψ,w)ϕdx−
∫ L

0

g1(ϕt)ϕdx.

(2.43)

Note que,

d

dt

(
ρ1

∫ L

0

ϕtϕdx

)
= ρ1

∫ L

0

d

dt
(ϕtϕ) dx = ρ1

∫ L

0

|ϕt|2dx+ ρ1

∫ L

0

ϕttϕdx,

de (2.43), temos que,

d

dt

(
ρ1

∫ L

0

ϕtϕdx

)
=ρ1

∫ L

0

|ϕt|2dx+ k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)xϕdx+ k0l

∫ L

0

(wx − lϕ)ϕdx

−
∫ L

0

f1(ϕ, ψ,w)ϕdx−
∫ L

0

g1(ϕt)ϕdx,

o que conclui a prova do Lema 2.7. �

Lema 2.8. Seja T (t) o funcional definido por

T (t) = ρ2

∫ L

0

ψt(t)ψ(t)dx.

Então,
d

dt
T (t) =ρ2

∫ L

0

|ψt|2dx+ b

∫ L

0

ψxxψdx− k
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)ψdx

−
∫ L

0

f2(ϕ, ψ,w)ψdx−
∫ L

0

g2(ψt)ψdx.

Demonstração: Multiplicando equação (2.2) por ψ e integrando de 0 a L em relação a x, temos
que

ρ2

∫ L

0

ψttψdx = b

∫ L

0

ψxxψdx− k
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)ψdx

−
∫ L

0

f2(ϕ, ψ,w)ψdx−
∫ L

0

g2(ψt)ψdx.

(2.44)

Note que,

d

dt

(
ρ2

∫ L

0

ψtψdx

)
= ρ2

∫ L

0

d

dt
(ψtψ) dx = ρ2

∫ L

0

|ψt|2dx+ ρ2

∫ L

0

ψttψdx.
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Utilizando a igualdade anterior em (2.44), temos que,

d

dt

(
ρ2

∫ L

0

ψtψdx

)
=ρ2

∫ L

0

|ψt|2dx+ b

∫ L

0

ψxxψdx− k
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)ψdx

−
∫ L

0

f2(ϕ, ψ,w)ψdx−
∫ L

0

g2(ψt)ψdx.

Isto completa a prova do Lema. �

Lema 2.9. Seja Q(t) o funcional definido por,

Q(t) = ρ1

∫ L

0

wt(t)w(t)dx.

Então,

d

dt
Q(t) =ρ1

∫ L

0

|wt|2dx+ k0

∫ L

0

(wx − lϕ)xwdx− kl
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)wdx

−
∫ L

0

f3(ϕ, ψ, w)wdx−
∫ L

0

g3(wt)wdx.

Demonstração: Multiplicando a equação (2.3) por w e integrando de 0 a L em relação a x,
temos que

ρ1

∫ L

0

wttwdx =k0

∫ L

0

(wx − lϕ)xwdx− kl
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)wdx

−
∫ L

0

f3(ϕ, ψ, w)wtdx−
∫ L

0

g3(wt)wdx.

(2.45)

Note que,

d

dt

(
ρ1

∫ L

0

wtwdx

)
= ρ1

∫ L

0

d

dt
(wtw) dx = ρ1

∫ L

0

|wt|2dx+ ρ1

∫ L

0

wttwdx.

De (2.45), obtemos

d

dt

(
ρ1

∫ L

0

wtwdx

)
=ρ1

∫ L

0

|wt|2dx+ k0

∫ L

0

(wx − lϕ)xwdx− kl
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)wdx

−
∫ L

0

f3(ϕ, ψ, w)wdx−
∫ L

0

g3(wt)wdx.

O que mostra o resultado desejado. �

Consideremos o funcional L definido por,

L(t) = R(t) + T (t) +Q(t) +NE(t) (2.46)
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onde N é uma constante, que será escolhida posteriormente.

Lema 2.10. Existe uma constante positiva γ0, tal que

d

dt
L(t) ≤ −γ0E(t).

Demonstração: Dos Lemas 2.6, 2.7, 2.8 e 2.9 segue que

d

dt
L(t) =ρ1

∫ L

0
|ϕt|2dx+ k

∫ L

0
(ϕx + ψ + lw)xϕdx︸ ︷︷ ︸+k0l

∫ L

0
(wx − lϕ)ϕdx−

∫ L

0
f1(ϕ,ψ,w)ϕdx

+ ρ2

∫ L

0
|ψt|2dx+ b

∫ L

0
ψxxψdx︸ ︷︷ ︸−k

∫ L

0
(ϕx + ψ + lw)ψdx−

∫ L

0
f2(ϕ,ψ,w)ψdx

+ ρ1

∫ L

0
|wt|2dx+ k0

∫ L

0
(wx − lϕ)xwdx︸ ︷︷ ︸−kl

∫ L

0
(ϕx + ψ + lw)wdx−

∫ L

0
f3(ϕ,ψ,w)wdx

+N

(
−
∫ L

0
g1(ϕt)ϕtdx−

∫ L

0
g2(ψt)ψtdx−

∫ L

0
g3(wt)wtdx

)
−
∫ L

0
g1(ϕt)ϕdx−

∫ L

0
g2(ψt)ψdx−

∫ L

0
g3(wt)wdx.

Integrando por partes os termos destacados, usando as condições de fronteira (2.4) e utilizando
as hipóteses (A1) e (A2) nos últimos termos, temos que

d

dt
L(t) ≤ρ1‖ϕt‖2

L2 + ρ2‖ψt‖2
L2 + ρ1‖wt‖2

L2 − k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 − k0‖wx − lϕ‖2

L2 − b‖ψx‖2
L2

+ β1

∫ L

0

|ϕt||ϕ|dx+ β2

∫ L

0

|ψt||ψ|dx+ β3

∫ L

0

|wt||w|dx

−
∫ L

0

f1(ϕ, ψ,w)ϕdx−
∫ L

0

f2(ϕ, ψ,w)ψdx−
∫ L

0

f3(ϕ, ψ,w)wdx

+N

(
−
∫ L

0

g1(ϕt)ϕtdx−
∫ L

0

g2(ψt)ψtdx−
∫ L

0

g3(wt)wtdx

)
.

Pela Desigualdade de Young e usando a hipótese (2.7), temos

d

dt
L(t) ≤ρ1‖ϕt‖2

L2 + ρ2‖ψt‖2
L2 + ρ1‖wt‖2

L2 − k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 − k0‖wx − lϕ‖2

L2 − b‖ψx‖2
L2

+ Cεβ
2
1‖ϕt‖2

L2 + ε‖ϕ‖2
L2 + Cεβ

2
2‖ψt‖2

L2 + ε‖ψ‖2
L2 + Cεβ

2
3‖wt‖2

L2 + ε‖w‖2
L2

−
∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx+ θ1‖ϕ‖2
L2 + µ1‖ψ‖2

L2 + η1‖w‖2
L2

+N

(
−
∫ L

0

g1(ϕt)ϕtdx−
∫ L

0

g2(ψt)ψtdx−
∫ L

0

g3(wt)wtdx

)
.
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Utilizando a Desigualdade de Poincaré e reagrupando os termos, obtemos

d

dt
L(t) ≤(ρ1 + Cεβ

2
1)‖ϕt‖2

L2 + (ρ2 + Cεβ
2
2)‖ψt‖2

L2 + (ρ1 + Cεβ
2
3)‖wt‖2

L2

− k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 − k0‖wx − lϕ‖2

L2 − b‖ψx‖2
L2 −

∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx

+ (θ1 + ε) c2
p‖ϕx‖2

L2 + (µ1 + ε) c2
p‖ψx‖2

L2 + (η1 + ε) c2
p‖wx‖2

L2

+N

(
−
∫ L

0

g1(ϕt)ϕtdx−
∫ L

0

g2(ψt)ψtdx−
∫ L

0

g3(wt)wtdx

)
.

(2.47)

Aplicando a hipótese (A3) temos que g1(ϕt)ϕt ≥ α1|ϕt|2. Logo,∫ L

0

g1(ϕt)ϕtdx ≥ α1

∫ L

0

|ϕt|2dx = α1‖ϕt‖2
L2 ,

assim,

−N
∫ L

0

g1(ϕt)ϕtdx ≤ −Nα1‖ϕt‖2
L2 . (2.48)

Analogamente, obtemos

−N
∫ L

0

g2(ψt)ψtdx ≤ −Nα2‖ψt‖2
L2 , (2.49)

−N
∫ L

0

g3(wt)wtdx ≤ −Nα3‖wt‖2
L2 . (2.50)

Utilizando (2.48), (2.49) e (2.50) em (2.47), temos que

d

dt
L(t) ≤(ρ1 + Cεβ

2
1 −Nα1)‖ϕt‖2

L2 + (ρ2 + Cεβ
2
2 −Nα2)‖ψt‖2

L2 + (ρ1 + Cεβ
2
3 −Nα3)‖wt‖2

L2

− k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 − k0‖wx − lϕ‖2

L2 − b‖ψx‖2
L2 −

∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx

+ (θ1 + ε) c2
p‖ϕx‖2

L2 + (µ1 + ε) c2
p‖ψx‖2

L2 + (η1 + ε) c2
p‖wx‖2

L2 .

Agora, do Lema 2.1, temos que

d

dt
L(t) ≤(ρ1 + Cεβ

2
1 −Nα1)‖ϕt‖2

L2 + (ρ2 + Cεβ
2
2 −Nα2)‖ψt‖2

L2 + (ρ1 + Cεβ
2
3 −Nα3)‖wt‖2

L2

− k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 − k0‖wx − lϕ‖2

L2 − b‖ψx‖2
L2 −

∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx

+ (µ1 + ε) c2
pa2

(
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

)
+ (θ1 + ε) c2

pa2

(
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

)
+ (η1 + ε) c2

pa2

(
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

)
.
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Reagrupando os termos,

d

dt
L(t) ≤(ρ1 + Cεβ

2
1 −Nα1)‖ϕt‖2

L2 + (ρ2 + Cεβ
2
2 −Nα2)‖ψt‖2

L2 + (ρ1 + Cεβ
2
3 −Nα3)‖wt‖2

L2

−
∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx

+
(
(θ1 + ε) c2

pa2 + (η1 + ε) c2
pa2 + (µ1 + ε) c2

pa2 − 1
)
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2

+
(
(θ1 + ε) c2

pa2 + (η1 + ε) c2
pa2 + (µ1 + ε) c2

pa2 − 1
)
b‖ψx‖2

L2

+
(
(θ1 + ε) c2

pa2 + (η1 + ε) c2
pa2 + (µ1 + ε) c2

pa2 − 1
)
k0‖wx − lϕ‖2

L2 ,

ou melhor,

d

dt
L(t) ≤− (Nα1 − ρ1 − Cεβ2

1)︸ ︷︷ ︸
(i1)

‖ϕt‖2
L2 − (Nα2 − ρ2 − Cεβ2

2)︸ ︷︷ ︸
(i2)

‖ψt‖2
L2

− (Nα3 − ρ1 − Cεβ2
3)︸ ︷︷ ︸

(i3)

‖wt‖2
L2 −

∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx

−
(
1− (θ1 + η1 + µ1 + 3ε) c2

pa2

)︸ ︷︷ ︸
(i4)

k‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2

− (i4)b‖ψx‖2
L2 − (i4)k0‖wx − lϕ‖2

L2 .

Tomando 0 ≤ ε ≤ 1

12c2
pa2

e usando a hipótese (2.7) temos

(θ1 + η1 + µ1) + 3ε <
1

2c2
pa2

e portanto

i4 = 1− (θ1 + η1 + µ1 + 3ε)c2
pa2 ≥

1

2

como agora Cε está fixado tomemos N suficientemente grande de modo que (i1), (i2) e (i3)

sejam positivos.
Logo, existe um γ0 = min {(ik) : k = 1, 2, 3, 4} tal que

d

dt
L(t) ≤ −γ0E(t).

o que conclui a demonstração do lema. �

Lema 2.11. O funcional L(t) defino em (2.46) é equivalente a energia E(t), ou seja, existem

constantes positivas c̃ e ĉ tais que,

ĉE(t) ≤ L(t) ≤ c̃E(t). (2.51)
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Demonstração: De (2.46),

L(t) = ρ1

∫ L

0

ϕtϕdx+ ρ2

∫ L

0

ψtψdx+ ρ1

∫ L

0

wtwdx+NE(t).

Assim, utilizando as desigualdades de Cauchy Schwarz e Young, obtemos

L(t) ≤ρ1

2
‖ϕt‖2

L2 +
ρ1

2
‖ϕ‖2

L2 +
ρ2

2
‖ψt‖2

L2 +
ρ2

2
‖ψ‖2

L2 +
ρ1

2
‖wt‖2

L2 +
ρ1

2
‖w‖2

L2 +NE(t).

Aplicando a Desigualdade de Poincaré e a definição da energia E(t), temos

L(t) ≤(1 +N)
ρ1

2
‖ϕt‖2

L2 + (1 +N)
ρ2

2
‖ψt‖2

L2 + (1 +N)
ρ1

2
‖wt‖2

L2 +
c2
pρ1

2
‖ϕx‖2

L2

+
c2
pρ2

2
‖ψx‖2

L2 +
c2
pρ1

2
‖wx‖2

L2

+N

(
k

2
‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 +
b

2
‖ψx‖2

L2 +
k0

2
‖wx − lϕ‖2

L2 +

∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx

)
.

Novamente utilizando o Lema 2.1, temos que

L(t) ≤(1 +N)
ρ1

2
‖ϕt‖2

L2 + (1 +N)
ρ2

2
‖ψt‖2

L2 + (1 +N)
ρ1

2
‖wt‖2

L2

+
c2
pa2ρ1

2

(
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

)
+
c2
pa2ρ2

2

(
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

)
+
c2
pa2ρ1

2

(
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

)
+N

(
k

2
‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 +
b

2
‖ψx‖2

L2 +
k0

2
‖wx − lϕ‖2

L2 +

∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx

)
.

Organizando os termos, temos

L(t) ≤(1 +N)
ρ1

2
‖ϕt‖2

L2 + (1 +N)
ρ2

2
‖ψt‖2

L2 + (1 +N)
ρ1

2
‖wt‖2

L2

+
(
(2ρ1 + ρ2) c2

pa2 +N
) k

2
‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2

+
(
(2ρ1 + ρ2) c2

pa2 +N
) b

2
‖ψx‖2

L2

+
(
(2ρ1 + ρ2) c2

pa2 +N
) k0

2
‖wx − lϕ‖2

L2

+N

∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx.

Tomando c̃ = max
{

(1 +N),
(
(2ρ1 + ρ2) c2

pa2 +N
)}

, segue que

L(t) ≤ c̃E(t). (2.52)
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Primeiramente, note que, pela Desigualdade de Young, temos que

|ρutu| = 2|ρut|
∣∣∣u
2

∣∣∣ ≤ ρ2u2
t +

u2

4
.

Portanto,

−
(
ρ2u2

t +
u2

4

)
≤ ρutu ≤ ρ2u2

t +
u2

4
. (2.53)

Assim, de (2.53) e da Desigualdade de Poincaré temos∫ L

0

ρ1ϕtϕdx ≥ −ρ2
1‖ϕt‖2

L2 −
1

4
‖ϕ‖2

L2 ≥ −ρ2
1‖ϕt‖2

L2 −
c2
p

4
‖ϕx‖2

L2 , (2.54)∫ L

0

ρ2ψtψdx ≥ −ρ2
2‖ψt‖2

L2 −
1

4
‖ψ‖2

L2 ≥ −ρ2
2‖ψt‖2

L2 −
c2
p

4
‖ψx‖2

L2 (2.55)∫ L

0

ρ1wtwdx ≥ −ρ2
1‖wt‖2

L2 −
1

4
‖w‖2

L2 ≥ −ρ2
1‖wt‖2

L2 −
c2
p

4
‖wx‖2

L2 . (2.56)

Assim, de (2.54)-(2.56) concluímos

L(t) ≥− ρ2
1‖ϕt‖2

L2 −
1

4
c2
p‖ϕx‖2

L2 − ρ2
2‖ψt‖2

L2 −
1

4
c2
p‖ψx‖2

L2 − ρ2
1‖wt‖2

L2 −
1

4
c2
p‖wx‖2

L2

+N

(
ρ1

2
‖ϕt‖2

L2 +
ρ2

2
‖ψt‖2

L2 +
ρ1

2
‖wt‖2

L2 +
k

2
‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 +
b

2
‖ψx‖2

L2

+
k0

2
‖wx − lϕ‖2

L2 +

∫ L

0

F (ϕ, ψ, w)dx

)
.

Novamente pelo Lema 2.1, temos

L(t) ≥(N − 2ρ1)
ρ1

2
‖ϕt‖2

L2 + (N − 2ρ2)
ρ2

2
‖ψt‖2

L2 + (N − 2ρ1)
ρ1

2
‖wt‖2

L2

− 1

4
c2
pa2

(
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

)
− 1

4
c2
pa2

(
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

)
− 1

4
c2
pa2

(
k‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

)
+N

(
k

2
‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 +
b

2
‖ψx‖2

L2 +
k0

2
‖wx − lϕ‖2

L2 +

∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx

)
.

Reagrupando os termos, temos

L(t) ≥(N − 2ρ1)
ρ1

2
‖ϕt‖2

L2 + (N − 2ρ2)
ρ2

2
‖ψt‖2

L2 + (N − 2ρ1)
ρ1

2
‖wt‖2

L2

+

(
N − 3

2
c2
pa2

)(
k

2
‖ ϕx + ψ + lw‖2

L2 +
b

2
‖ψx‖2

L2 +
k0

2
‖wx − lϕ‖2

L2

)
+N

∫ L

0

F (ϕ, ψ,w)dx.
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Tomando N suficientemente grande e ĉ = min
{

(N − 2ρ1), (N − 2ρ2),
(
N − 3

2
c2
pa2

)}
, temos

que

ĉE(t) ≤ L(t). (2.57)

Logo, de (2.52) e (2.57) a prova do Lema 2.11 está completa. �

Agora estamos em condições de enunciar o resultado de decaimento. Mais
precisamente, provaremos o seguinte teorema.

Teorema 2.12. Suponha que as Hipóteses 1, 2 e 3 sejam satisfeitas. Então, o sistema (2.1)

- (2.5) é exponencialmente estável. Mais precisamente, se U = (ϕ, ϕt, ψ, ψt, w, wt) é uma

solução de (2.1) - (2.5), então existem constantes positivas C0 e γ tais que

E(t) ≤ C0E(0)e−γt.

Demonstração: Dos Lemas 2.10 e 2.11 temos que

d

dt
L(t) ≤ −γL(t),

onde γ = γ0
c̃

. Multiplicando a desigualdade acima por eγt, e depois integrando, obtemos,

L(t) ≤ L(0)e−γt,

Novamente utilizando (2.51), concluímos que,

ĉE(t) ≤ c̃E(0)e−γt.

Portanto, tomando C0 = c̃
ĉ
, temos

E(t) ≤ C0E(0)e−γt,

como queríamos demonstrar. Com isso, da relação Energia Solução (2.42) segue que

‖U(t)‖2
H ≤ C0E(0)e−γt,

o que mostra que a solução de (2.1) - (2.5) é exponencialmente estável, ou seja o sistema (2.1)
- (2.5) é exponencialmente estável. �
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3 SISTEMA DE BRESSE COM DISSIPAÇÕES FRICCIONAIS NÃO LINEARES

Neste capítulo estudaremos o mesmo sistema do capítulo anterior conside-
rando as fi’s nulas e com hipóteses não lineares para as funções gi. Assim o sistema estudado
será

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + g1(ϕt) = 0 em (0, L)× (0,∞), (3.1)

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + g2(ψt) = 0 em (0, L)× (0,∞), (3.2)

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + g3(wt) = 0 em (0, L)× (0,∞), (3.3)

com as mesmas condições iniciais e de fronteira utilizadas no capítulo anterior, ou seja,
com condições de fronteira

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = w(0, t) = w(L, t) = 0, ∀ t ≥ 0, (3.4)

e condições iniciais

ϕ(·, 0) = ϕ0(·), ϕt(·, 0) = ϕ1(·),

ψ(·, 0) = ψ0(·), ψt(·, 0) = ψ1(·),

w(·, 0) = w0(·), wt(·, 0) = w1(·).

(3.5)

Neste capítulo serão consideradas as seguintes hipóteses:

Hipótese 1
As funções gi : R → R, i = 1, 2, 3, são funções de classe C1(R), satisfazendo as seguintes
condições:
(A4) gi(0) = 0,

(A5) existem constantes positivas m1
i e m2

i e γ > 0 tais que

m1
i |s|γ ≤ g′i(s) ≤ m2

i (1 + |s|γ), ∀ s ∈ R.

Da hipótese (A5) concluímos que as gi satisfazem
(A5)′ |gi(s)| ≤ βi (|s|+ |s|γ+1) , ∀ s ∈ R e para alguma constante βi > 0, i = 1, 2, 3.

(A5)′′ Existe uma constante positiva αi, tal que gi(s)s ≥ αi|s|γ+2, i = 1, 2, 3.

3.1 EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE SOLUÇÃO

Nesta seção utilizando o método de Faedo-Galerkin, mostraremos a existên-
cia e unicidade de solução para o sistema (3.1)-(3.5). Mais especificamente, temos o seguinte
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resultado:

Teorema 3.1. Sejam ϕ0, ψ0, w0 ∈ H1
0 (0, L) ∩ H2(0, L) e ϕ1, ψ1, w1 ∈ H1

0 (0, L), assu-

mindo que a Hipótese 1 é satisfeita, então o sistema (3.1)-(3.5) admite uma única solução forte

(ϕ, ψ, w) tal que

ϕ, ψ, w ∈ L∞(0, T ;H1
0 (0, L) ∩H2(0, L)); ϕt, ψt, wt ∈ L∞(0, T ;H1

0 (0, L) ∩ L2(0, L));

ϕtt, ψtt, wtt ∈ L∞(0, T ;L2(0, L)).

A demonstração será dividida em várias etapas.

Observação. Por simplificação, omitiremos eventualmente o parâmetro t e utilizaremos a mesma
constante c > 0 para diferentes constantes.

O problema aproximado. Seja {vj}j∈N uma base ortogonal de H1
0 (0, L) ∩H2(0, L) e ortonor-

mal em L2(0, L) dada por autofunções do problema{
−vjxx = λjvj em [0, L],

vj(0) = vj(L) = 0.
(3.6)

Para cada m ∈ N, seja Vm o espaço vetorial de dimensão finita

Vm = [v1, v2, . . . , vm] ⊂ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L).

Procuraremos por soluções da seguinte forma

ϕm(t) =
m∑
j=1

fjm(t)vj; ψm(t) =
m∑
j=1

hjm(t)vj; wm(t) =
m∑
j=1

rjm(t)vj (3.7)

do seguinte problema aproximado

ρ1(ϕmtt , vj) + k(ϕmx + ψm + lwm, vjx)− k0l(w
m
x − lϕm, vj) + (g1(ϕmt ), vj) = 0, (3.8)

ρ2(ψmtt , vj) + b(ψmx , vjx) + k(ϕmx + ψm + lwm, vj) + (g2(ψmt ), vj) = 0, (3.9)

ρ1(wmtt , vj) + k0(wmx − lϕm, vjx) + kl(ϕmx + ψm + lwm, vj) + (g3(wmt ), vj) = 0, (3.10)

j = 1, . . . ,m, com condições iniciais

ϕm(0) = ϕm0 , ψ
m(0) = ψm0 , w

m(0) = wm0 , (3.11)

ϕmt (0) = ϕm1 , ψ
m
t (0) = ψm1 , w

m
t (0) = wm1 , (3.12)
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onde

ϕm0 −→ ϕ0, ψ
m
0 −→ ψ0, w

m
0 −→ w0, (forte) em H1

0 (0, L) ∩H2(0, L), (3.13)

ϕm1 −→ ϕ1, ψ
m
1 −→ ψ1, w

m
1 −→ w1 (forte) em H1

0 (0, L), (3.14)

quando m −→∞. Observe que, por (3.7), (3.11) e (3.12),

ϕm0 = ϕm(0) =
m∑
j=1

fjm(0)vj =
m∑
j=1

(ϕm0 , vj)vj −→ ϕ0 emH1
0 (0, L) ∩H2(0, L),

ϕm1 = ϕmt (0) =
m∑
j=1

f ′jm(0)vj =
m∑
j=1

(ϕm1 , vj)vj −→ ϕ1 em H1
0 (0, L) ∩H2(0, L),

ψm0 = ψm(0) =
m∑
j=1

hjm(0)vj =
m∑
j=1

(ψm0 , vj)vj −→ ψ0 em H1
0 (0, L) ∩H2(0, L),

ψm1 = ψmt (0) =
m∑
j=1

h′jm(0)vj =
m∑
j=1

(ψm1 , vj)vj −→ ψ1 em H1
0 (0, L) ∩H2(0, L),

wm0 = wm(0) =
m∑
j=1

rjm(0)vj =
m∑
j=1

(wm0 , vj)vj −→ w0 em H1
0 (0, L) ∩H2(0, L),

wm1 = wmt (0) =
m∑
j=1

r′jm(0)vj =
m∑
j=1

(wm1 , vj)vj −→ w1 em H1
0 (0, L) ∩H2(0, L).

Notemos que

(ϕmtt (t), vj) =

(
m∑
i=1

f ′′im(t)vi, vj

)
=

m∑
i=1

f ′′im(t)(vi, vj) = f ′′jm(t),

(ψmtt (t), vj) =

(
m∑
i=1

h′′im(t)vi, vj

)
=

m∑
i=1

h′′im(t)(vi, vj) = h′′jm(t),

(wmtt (t), vj) =

(
m∑
i=1

r′′im(t)vi, vj

)
=

m∑
i=1

r′′im(t)(vi, vj) = r′′jm(t),

(ϕmx (t), vjx) =

(
m∑
i=1

fim(t)vix, vjx

)
=

m∑
i=1

fim(t)(vix, vjx) = ajfjm(t),

(ψmx (t), vjx) =

(
m∑
i=1

him(t)vix, vjx

)
=

m∑
i=1

him(t)(vix, vjx) = ajhjm(t),

(wmx (t), vjx) =

(
m∑
i=1

rim(t)vix, vjx

)
=

m∑
i=1

rim(t)(vix, vjx) = ajrjm(t),

onde aj = (vjx, vjx).

Deste modo, podemos reescrever o sistema (3.8)-(3.12) no seguinte sistema
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de Equações Diferenciais Ordinárias de segunda ordem

f ′′jm(t) +
k0l

2

ρ1

fjm(t) = Fj(t), j = 1, . . . ,m, (3.15)

h′′jm(t) +
k

ρ2

hjm(t) +
kl

ρ2

rjm(t) = Hj(t), j = 1, . . . ,m, (3.16)

r′′jm(t) +
kl2

ρ1

rjm(t) +
kl

ρ1

hjm(t) = Rj(t), j = 1, . . . ,m, (3.17)

onde

Fj(t) =
1

ρ1

[
−kajfmj (t) +

m∑
i=1

(−khim(t)− klrim(t)− k0lrim(t))(vi, vjx)−

(
g1

(
m∑
i=1

f ′im(t)vi

)
, vj

)]
,

Hj(t) =
1

ρ2

[
−bajhmj (t) +

m∑
i=1

kfim(t)(vi, vjx)−

(
g2

(
m∑
i=1

h′im(t)vi

)
, vj

)]
,

Rj(t) =
1

ρ1

[
−k0ajrmj (t) +

m∑
i=1

(k0lfim(t) + klfim(t))(vi, vjx)−

(
g3

(
m∑
i=1

r′im(t)vi

)
, vj

)]
,

Com condições iniciais

fjm(0) = (ϕm0 , vj), f
′
jm(0) = (ϕm1 , vj), hjm(0) = (ψm0 , vj), h

′
jm(0) = (ψm1 , vj),

Agora, vamos encontrar uma solução para o sistema de E.D.O’s acima. Para
isto, usaremos o Teorema de Carathéodory. Reescrevendo o sistema acima na forma matricial,
temos

f
′′
jm(t)

h′′jm(t)

r′′jm(t)


︸ ︷︷ ︸

Z′′(t)

+


k0l2

ρ1
0 0

0 k
ρ2

kl
ρ2

0 kl
ρ1

kl2

ρ1


︸ ︷︷ ︸

A

fjm(t)

hjm(t)

rjm(t)


︸ ︷︷ ︸

Z(t)

=

Fj(t)Hj(t)

Rj(t)


︸ ︷︷ ︸
W (Z(t))

, j = 1, . . . ,m,

Z(0) =

(ϕm0 , vj)

(ψm0 , vj)

(wm0 , vj)

 e Z ′(0) =

 ϕ
m
1 , vj)

(ψm1 , vj)

(wm1 , vj)

 , j = 1, . . . ,m,

ou seja, {
Z ′′(t) +AZ(t) = W (Z(t)),

Z(0) = Z0, Z
′(0) = Z1.

(3.18)

Definindo

Y1(t) = Z(t), Y2(t) = Z ′(t) e Y (t) =

[
Y1(t)

Y2(t)

]
,
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tem-se

Y ′(t) =

[
Y ′1(t)

Y ′2(t)

]
=

[
Z ′(t)

Z ′′(t)

]
=

[
Y2(t)

−AY1(t) +W (Y1(t))

]

=

[
0 I

−A 0

]
︸ ︷︷ ︸

B

[
Y1(t)

Y2(t)

]
+

[
0

W (Y1(t))

]
︸ ︷︷ ︸

C(Y (t))

e

Y (0) =

[
Y1(0)

Y2(0)

]
=

[
Z(0)

Z ′(0)

]
:= Y0.

Assim podemos reescrever o sistema acima como o seguinte Problema de Valor Inicial de pri-
meira ordem {

Y ′(t) = BY (t) + C(Y (t)),

Y (0) = Y0.
(3.19)

No que segue, vamos mostrar que a função

D : [0, T ]× R6m −→ R6m

(t, Y ) 7−→ D(t, Y ) = BY + C(Y ),

satisfaz as condições do Teorema de Carathéodory.
(i) D é mensurável em relação a variável t, para cada Y fixado.
De fato, observe que D(t, Y ) = BY + C(Y ) não depende de t, logo D satisfaz a condição (i).

(ii) D é contínua em relação a Y , para cada t fixado.
De fato, basta observar que a continuidade de C é proveniente da continuidade das funções g′is
e como BY é contínua segue que D é contínua.

(iii) Dado um compacto K ⊂ [0, T ]× R6m, existe uma função real mk Lebesgue-integrável tal
que

‖D(t, Y )‖R6m ≤ mk(t), ∀ (t, Y ) ∈ K.

De fato, como C e B são contínuas existem constantes C1k e C2k, tais que
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‖D(t, Y )‖R6m ≤ ‖BY ‖R6m + ‖C(Y )‖R6m

≤ ‖B‖‖Y ‖R6m + ‖C(Y )‖R6m

≤ C1k + C2k = Ck,

para todo (t, Y ) ∈ k. Pondo mk(t) = Ck a condição (iii) é satisfeita.
Assim, em virtude do Teorema de Carathéodory o sistema (3.8)-(3.14) possui uma solução local
em algum intervalo [0, tm).

Serão realizadas três estimativas a priori.
Estimativa a priori 1. Multiplicando (3.8) por f ′jm(t) , (3.9) por h′jm(t), (3.10) por r′jm(t) e
somando de j = 1 até m, obtemos

ρ1(ϕmtt , ϕ
m
t ) + k(ϕmx + ψm + lwm, ϕmtx)− k0l(w

m
x − lϕm, ϕmt ) + (g1(ϕmt ), ϕmt ) = 0, (3.20)

ρ2(ψmtt , ψ
m
t ) + b(ψmx , ψ

m
tx) + k(ϕmx + ψm + lwm, ψmt ) + (g2(ψmt ), ψmt ) = 0, (3.21)

ρ1(wmtt , w
m
t ) + k0(wmx − lϕm, wmtx) + kl(ϕmx + ψm + lwm, wmt ) + (g3(wmt ), wmt ) = 0. (3.22)

Somando membro a membro e reagrupando os termos obtemos

Em(t) +

∫ t

0

∫ L

0

(g1(ϕmt )ϕmt + g2(ψmt )ψmt + g3(wmt )wmt )dxds = Em(0), (3.23)

onde

Em(t) = ρ1
2
‖ϕmt (t)‖2

L2 + ρ2
2
‖ψmt (t)‖2

L2 + ρ1
2
‖wmt (t)‖2

L2 + b
2
‖ψmx (t)‖2

L2

+k
2
‖ ϕmx (t) + ψm(t) + lwm(t)‖2

L2 + k0
2
‖wmx (t)− lϕm(t)‖2

L2 .

De (3.23) e (A5)′′ temos que

Em(t) ≤ Em(0) = ρ1
2
‖ϕm1 ‖2

L2 + ρ2
2
‖ψm1 ‖2

L2 + ρ1
2
‖wm1 ‖2

L2 + b
2
‖ψm0x‖2

L2

+k
2
‖ ϕm0x + ψm0 + lwm0 ‖2

L2 + k0
2
‖wm0x − lϕm0 ‖2

L2 .

Das convergências (3.13) e (3.14), existe c > 0 tal que

Em(t) ≤ Em(0) ≤ c. (3.24)

Do Lema 2.1 e da desigualdade acima segue que

‖ϕmx (t)‖2
L2 + ‖ψmx (t)‖2

L2 + ‖wmx (t)‖2
L2 ≤ C0. (3.25)
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Assim, de (3.24) e (3.25) concluímos que

(ϕm), (ψm), (wm) são limitadas em L∞(0, T ;H1
0 (0, L)), (3.26)

(ϕmt ), (ψmt ), (wmt ) são limitadas em L∞(0, T ;L2(0, L)), (3.27)

(ϕmx + ψm + lwm) é limitada em L∞(0, T ;L2(0, L)), (3.28)

(wmx − lϕm) é limitada em L∞(0, T ;L2(0, L)). (3.29)

Para a segunda estimativa vamos estimar os seguintes termos ϕmtt (0), ψmtt (0) e wmtt (0).

Multiplicando (3.8) por f ′′jm(t) , (3.9) por h′′jm(t), (3.10) por r′′jm(t) e somando de j = 1 até m,
obtemos

ρ1(ϕmtt , ϕ
m
tt ) + k(ϕmx + ψm + lwm, ϕmttx)− k0l(w

m
x − lϕm, ϕmtt ) + (g1(ϕmt ), ϕmtt ) = 0, (3.30)

ρ2(ψmtt , ψ
m
tt ) + b(ψmx , ψ

m
ttx) + k(ϕmx + ψm + lwm, ψmtt ) + (g2(ψmt ), ψmtt ) = 0, (3.31)

ρ1(wmtt , w
m
tt ) + k0(wmx − lϕm, wmttx) + kl(ϕmx + ψm + lwm, wmtt ) + (g3(wmt ), wmtt ) = 0. (3.32)

Fazendo t = 0 em (3.30) e aplicando integração por partes temos

ρ1‖ϕmtt (0)‖2
L2 − k

∫ L

0

(ϕmxx(0) + ψmx (0) + lwmx (0))ϕmtt (0)dx

− k0l

∫ L

0

(wmx (0)− lϕm(0))ϕmtt (0)dx+

∫ L

0

g1(ϕmt (0))ϕmtt (0)dx = 0,

Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

ρ1‖ϕmtt (0)‖2
L2 ≤ k‖ϕmxx(0) + ψmx (0) + lwmx (0)‖L2‖ϕmtt (0)‖L2

+ k0l‖wmx (0)− lϕm(0)‖L2‖ϕmtt (0)‖L2 + ‖g1(ϕmt (0))‖L2‖ϕmtt (0)‖L2 ,

e da Desigualdade de Young obtemos

ρ1‖ϕmtt (0)‖2L2 ≤ kcε‖ϕmxx(0) + ψmx (0) + lwmx (0)‖2L2 + ε‖ϕmtt (0)‖2L2 + k0lcε‖wmx (0)− lϕm(0)‖2L2

+ ε‖ϕmtt (0)‖2L2 + cε‖g1(ϕmt (0))‖2L2 + ε‖ϕmtt (0)‖2L2 .

Logo,

(ρ1 − 3ε)‖ϕmtt (0)‖2L2 ≤ kcε‖ϕmxx(0) + ψmx (0) + lwmx (0)‖2L2 + k0lcε‖wmx (0)− lϕm(0)‖2L2

+ cε‖g1(ϕmt (0))‖2L2 .

Tomando ε = ρ1
6

e usando que g1 satisfaz (A5)′, H1
0 ↪→ Lq(0, L) ∀ q ≥ 1, segue das conver-

gências (3.13) e (3.14) que
‖ϕmtt (0)‖2

L2 ≤ c, (3.33)

para alguma constante c > 0.

De modo análogo, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young em
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t = 0 nas equações (3.31) e (3.32) obtemos,

‖ψmtt (0)‖2
L2 ≤ c, ‖wmtt (0)‖2

L2 ≤ c, (3.34)

para alguma constante c > 0.

Estimativa a priori 2. Derivando o problema aproximado em relação a t, depois multiplicando
a primeira equação obtida por f ′′jm(t) , a segunda por h′′jm(t), a terceira por r′′jm(t) e somando
de j = 1 até m, obtemos

ρ1(ϕmttt, ϕ
m
tt ) + k(ϕmtx + ψmt + lwmt , ϕ

m
ttx)− k0l(w

m
tx − lϕmt , ϕmtt ) + (g′1(ϕmt )ϕmtt , ϕ

m
tt ) = 0, (3.35)

ρ2(ψmttt, ψ
m
tt ) + b(ψmtx, ψ

m
ttx) + k(ϕmtx + ψmt + lwmt , ψ

m
tt ) + (g′2(ψmt )ψmtt , ψ

m
tt ) = 0, (3.36)

ρ1(wmttt, w
m
tt ) + k0(wmtx − lϕmt , wmttx) + kl(ϕmtx + ψmt + lwmt , w

m
tt ) + (g′3(wmt )wmtt , w

m
tt ) = 0. (3.37)

Somando (3.35), (3.36), (3.37), reagrupando os termos e considerando

F (t) =ρ1‖ϕmtt ‖2
L2 + ρ2‖ψmtt ‖2

L2 + ρ1‖wmtt ‖2
L2 + b‖ψmtx‖2

L2

+ k‖ ϕmtx + ψmt + lwmt ‖2
L2 + k0‖wmtx − lϕmt ‖2

L2 ,

temos

1

2

d

dt
F (t) = −

∫ L

0

g′1(ϕmt )(ϕmtt )
2dx−

∫ L

0

g′2(ψmt )(ψmtt )
2dx−

∫ L

0

g′3(wmt )(wmtt )
2dx ≤ 0

Segue da Hipótese (A5)
1

2

d

dt
F (t) ≤ 0.

Integrando de 0 à t a desigualdade anterior, obtemos

F (t) ≤ F (0). (3.38)

Além disso, de (3.33), (3.34) e (3.14) segue que F (0) ≤ c.

Utilizando (3.38), segue que

ρ1‖ϕmtt (t)‖2
L2 + ρ2‖ψmtt (t)‖2

L2 + ρ1‖wmtt (t)‖2
L2 + b‖ψmtx(t)‖2

L2

+ k‖ ϕmtx(t) + ψmt (t) + lwmt (t)‖2
L2 + k0‖wmtx(t)− lϕmt (t)‖2

L2 ≤ c.

Pelo Lema 2.1 temos

ρ1‖ϕmtt (t)‖2L2 + ρ2‖ψmtt (t)‖2L2 + ρ1‖wmtt (t)‖2L2 + ‖ϕmtx(t)‖2L2 + ‖ψmtx(t)‖2L2 + ‖wmtx(t)‖2L2 ≤ C,
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onde C depende dos dados iniciais. Com isso, concluímos que

(ϕmt ), (ψmt ), (wmt ) são limitadas em L∞(0, T ;H1
0 (0, L)),

(ϕmtt ), (ψmtt ), (wmtt ) são limitadas em L∞(0, T ;L2(0, L)).
(3.39)

Estimativa a priori 3. Multiplicando (3.8) por λjf ′jm(t), (3.9) por λjh′jm(t) e (3.10) por λjr′jm(t),

usando (3.6) e aplicando a integração por partes temos

ρ1(ϕmttx, f
′
jmvjx) + k(ϕmxx + ψmx + lwmx , f

′
jmvjxx)− k0l(w

m
xx − lϕmx , f ′jmvjx)

+ ((g1(ϕmt ))x, f
′
jmvjx) = 0,

ρ2(ψmttx, h
′
jmvjx) + b(ψmxx, h

′
jmvjxx) + k(ϕmxx + ψmx + lwmx , h

′
jmvjx)

+ ((g2(ψmt ))x, h
′
jmvjx) = 0,

ρ1(wmttx, r
′
jmvjx) + k0(wmxx − lϕmx , r′jmvjxx) + kl(ϕmxx + ψmx + lwmx , r

′
jmvjx)

+ ((g3(wmt ))x, r
′
jmvjx) = 0.

Somando de j = 1 até m, obtemos

ρ1(ϕmttx, ϕ
m
tx) + k(ϕmxx + ψmx + lwmx , ϕ

m
txx)− k0l(w

m
xx − lϕmx , ϕmtx) + ((g1(ϕmt ))x, ϕ

m
tx) = 0,

ρ2(ψmttx, ψ
m
tx) + b(ψmxx, ψ

m
txx) + k(ϕmxx + ψmx + lwmx , ψ

m
tx) + ((g2(ψmt ))x, ψ

m
tx) = 0,

ρ1(wmttx, w
m
tx) + k0(wmxx − lϕmx , wmtxx) + kl(ϕmxx + ψmx + lwmx , w

m
tx) + ((g3(wmt ))x, w

m
tx) = 0.

Assim reagrupando os termos, segue que

1

2

d

dt

ρ1‖ϕm
tx‖2L2 + ρ2‖ψm

tx‖2L2 + ρ1‖wm
tx‖2L2 + b‖ψm

xx‖2L2 + k‖ ϕm
xx + ψm

x + lwm
x ‖2L2 + k0‖wm

xx − lϕm
x ‖2L2︸ ︷︷ ︸

F(t)


= −

∫ L

0

g′1(ϕm
t )(ϕm

tx)2dx−
∫ L

0

g′2(ψm
t )(ψm

tx)2dx−
∫ L

0

g′3(wm
t )(wm

tx)2dx ≤ 0

Novamente da Hipótese (A5), temos que

d

dt
F(t) ≤ 0

Assim, integrando a desigualdade acima, obtemos que

F(t) ≤ F(0).

De (3.13) e (3.14) segue que F(0) ≤ c. Assim

F(t) ≤ C <∞,

onde C depende dos dados iniciais.
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Da desigualdade acima e do Lema 2.1 segue que

‖ϕmxx(t)‖2
L2 + ‖ψmxx(t)‖2

L2 + ‖wmxx(t)‖2
L2 ≤ C.

Portanto

(ϕm), (ψm), (wm) são limitadas em L∞(0, T ;H2(0, L) ∩H1
0 (0, L)),

(ϕmxx + ψmx + lwmx ) é limitada em L∞(0, T ;L2(0, L)),

(wmxx − lϕmx ) é limitada em L∞(0, T ;L2(0, L)).

(3.40)

Vamos mostrar que (g1(ϕmt )), (g2(ψmt )) e (g3(wmt )) são limitados em L
γ+2
γ+1 (0, T ;L

γ+2
γ+1 (0, L)).

De fato, como g1(0) = 0, pelo Teorema do Valor Médio, temos que para algum θ ∈ (0, 1)

|g1(ϕmt )| = |g1(ϕmt )− g1(0)| = |g′1(θϕmt )||ϕmt |.

Da hipótese (A5)′′ temos

|g1(ϕmt )| ≤ m2
1(1 + |ϕmt |γ)|ϕmt | = m2

1(|ϕmt |+ |ϕmt |γ+1).

Como ϕmt é limitado em L∞(0, T ;H1
0 (0, L)) e além disso, vale as imersões

L∞(0, T ;H1
0 (0, L)) ↪→ Lγ+2(0, T ;Lγ+2(0, L)), (3.41)

segue que ∫ T

0

∫ L

0

|g1(ϕmt )|
γ+2
γ+1dxdt ≤ c

∫ T

0

(∫ L

0

|ϕmt |
γ+2
γ+1dx+

∫ L

0

|ϕmt |γ+2dx

)
dt.

Aplicando a Desigualdade de Holder temos que

∫ T

0

∫ L

0

|g1(ϕmt )|
γ+2
γ+1dxdt ≤ cL

γ
γ+1

∫ T

0

(∫ L

0

|ϕmt |γ+2dx

) 1
γ+1

dt+ c

∫ T

0

∫ L

0

|ϕmt |γ+2dxdt,

e de (3.41) concluímos que ∫ T

0

∫ L

0

|g1(ϕmt )|
γ+2
γ+1dxdt ≤ C.

Analogamente obtemos que∫ T

0

∫ L

0

|g2(ψmt )|
γ+2
γ+1dxdt ≤ C e

∫ T

0

∫ L

0

|g3(wmt )|
γ+2
γ+1dxdt ≤ C
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Portanto

(g1(ϕmt )), (g2(ψmt )) e (g3(wmt )) são limitados em L
γ+2
γ+1 (0, T ;L

γ+2
γ+1 (0, L)). (3.42)

Passagem ao limite. De (3.26), (3.39), (3.40) e do Teorema 1.14, existem subsequências que
serão denotadas igualmente a sequência de tal forma que

ϕm
∗
⇀ ϕ, ψm

∗
⇀ ψ, wm

∗
⇀ w em L∞(0, T ;L2(0, L)),

ϕmt
∗
⇀ ϕt, ψ

m
t
∗
⇀ ψt, w

m
t
∗
⇀ wt em L∞(0, T ;L2(0, L)),

ϕmtt
∗
⇀ ϕtt, ψ

m
tt
∗
⇀ ψtt, w

m
tt
∗
⇀ wtt em L∞(0, T ;L2(0, L)),

ϕmx + ψm + lwm
∗
⇀ ϕx + ψ + lw em L∞(0, T ;L2(0, L)),

ϕmxx + ψmx + lwmx
∗
⇀ ϕxx + ψx + lwx em L∞(0, T ;L2(0, L)),

wmx − lϕm
∗
⇀ wx − lϕ em L∞(0, T ;L2(0, L))

wmxx − lϕmx
∗
⇀ wxx − lϕx em L∞(0, T ;L2(0, L)),

ψmxx
∗
⇀ ψxx em L∞(0, T ;L2(0, L)) =

[
L1(0, T ;L2(0, L))

]′
.

(3.43)

Assim, qualquer que seja η ∈ L1(0, T ;L2(0, L)),∫ T

0

∫ L

0

ϕmtt ηdxdt −→
∫ T

0

∫ L

0

ϕttηdxdt,∫ T

0

∫ L

0

ψmtt ηdxdt −→
∫ T

0

∫ L

0

ψttηdxdt,∫ T

0

∫ L

0

wmtt ηdxdt −→
∫ T

0

∫ L

0

wttηdxdt,∫ T

0

∫ L

0

(ϕmxx + ψmx + lwmx )ηdxdt −→
∫ T

0

∫ L

0

(ϕmxx + ψmx + lwmx )ηdxdt,∫ T

0

∫ L

0

(ϕmx + ψm + lwm)ηdxdt −→
∫ T

0

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)ηdxdt,∫ T

0

∫ L

0

(wmxx − lϕmx )ηdxdt −→
∫ T

0

∫ L

0

(wxx − lϕx)ηdxdt,∫ T

0

∫ L

0

(wmx − lϕm)ηdxdt, −→
∫ T

0

∫ L

0

(wx − lϕ)ηdxdt.∫ T

0

∫ L

0

ψmxxηdxdt −→
∫ T

0

∫ L

0

ψxxηdxdt,

De (3.42) temos que,

g1(ϕmt ) ⇀ g1(ϕt), g2(ψmt ) ⇀ g2(ψt), g3(wmt ) ⇀ g3(wt),

emL
γ+2
γ+1 (0, T ;L

γ+2
γ+1 (0, L)) = (Lγ+2(0, T ;Lγ+2(0, L))

′
, isto é, para todo η ∈ Lγ+2(0, TLγ+2(0, L))
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tem-se ∫ T

0

∫ L

0

g1(ϕmt )ηdxdt −→
∫ T

0

∫ L

0

g1(ϕt)ηdxdt,∫ T

0

∫ L

0

g2(ψmt )ηdxdt −→
∫ T

0

∫ L

0

g2(ψt)ηdxdt,∫ T

0

∫ L

0

g3(wmt )ηdxdt −→
∫ T

0

∫ L

0

g3(wt)ηdxdt.

Sejam j,m ∈ N, com j ≤ m fixando j, tomando em particular η = vjθ, com θ ∈ D(0, T ).

Então, ∫ T

0

(ϕmtt , vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(ϕtt, vj)θ(t)dt,∫ T

0

(ψmtt , vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(ψtt, vj)θ(t)dt,∫ T

0

(wmtt , vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(wtt, vj)θ(t)dt,∫ T

0

(ϕmxx + ψmx + lwmx , vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(ϕxx + ψx + lwx, vj)θ(t)dt,∫ T

0

(ψmxx, vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(ψxx, vj)θ(t)dt,∫ T

0

(ϕmx + ψm + lwm, vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(ϕx + ψ + lw, vj)θ(t)dt,∫ T

0

(wmxx − lϕmx , vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(wxx − lϕx, vj)θ(t)dt,∫ T

0

(wmx − lϕm, vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(wx − lϕ, vj)θ(t)dt,∫ T

0

(g1(ϕmt ), vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(g1(ϕt), vj)θ(t)dt,∫ T

0

(g2(ψmt ), vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(g2(ψt), vj)θ(t)dt,∫ T

0

(g3(wmt ), vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(g3(wt), vj)θ(t)dt.

(3.44)

Da integração por partes temos que o problema aproximado é dado por

ρ1(ϕmtt , vj)− k(ϕmxx + ψmx + lwmx , vj)− k0l(w
m
x − lϕm, vj) + (g1(ϕmt ), vj) = 0, (3.45)

ρ2(ψmtt , vj)− b(ψmxx, vj) + k(ϕmx + ψm + lwm, vj) + (g2(ψmt ), vj) = 0, (3.46)

ρ1(wmtt , vj)− k0(wmxx − lϕmx , vj) + kl(ϕmx + ψm + lwm, vj) + (g3(wmt ), vj) = 0. (3.47)

Agora multiplicando (3.45)-(3.47) por θ ∈ D(0, T ) e integrando de [0, T ], tem-se



55

ρ1

∫ T

0
(ϕmtt , vj)θ(t)dt− k

∫ T

0
(ϕmxx + ψmx + lwmx , vj)θ(t)dt− k0l

∫ T

0
(wmx − lϕm, vj)θ(t)dt

+

∫ T

0
(g1(ϕmt ), vj)θ(t)dt = 0,

ρ2

∫ T

0
(ψmtt , vj)θ(t)dt− b

∫ T

0
(ψmxx, vj)θ(t)dt+ k

∫ T

0
(ϕmx + ψm + lwm, vj)θ(t)dt

+

∫ T

0
(g2(ψmt ), vj)θ(t)dt = 0,

ρ1

∫ T

0
(wmtt , vj)θ(t)dt− k0

∫ T

0
(wmxx − lϕmx , vj)θ(t)dt+ kl

∫ T

0
(ϕmx + ψm + lwm, vj)θ(t)dt

+

∫ T

0
(g3(wmt ), vj)θ(t)dt = 0,

fazendo m −→∞, das convergências (3.44), obtemos

ρ1

∫ T

0
(ϕtt, vj)θ(t)dt− k

∫ T

0
(ϕxx + ψx + lwx, vj)θ(t)dt− k0l

∫ T

0
(wx − lϕ, vj)θ(t)dt

+

∫ T

0
(g1(ϕt), vj)θ(t)dt = 0,

ρ2

∫ T

0
(ψtt, vj)θ(t)dt− b

∫ T

0
(ψxx, vj)θ(t)dt+ k

∫ T

0
(ϕx + ψ + lw, vj)θ(t)dt

+

∫ T

0
(g2(ψt), vj)θ(t)dt = 0,

ρ1

∫ T

0
(wtt, vj)θ(t)dt− k0

∫ T

0
(wxx − lϕx, vj)θ(t)dt+ kl

∫ T

0
(ϕx + ψ + lw, vj)θ(t)dt

+

∫ T

0
(g3(wt), vj)θ(t)dt = 0, .

Como {vj}j∈N é base deH1
0 (0, L)∩H2(0, L), assim para todo v ∈ H1

0 (0, L)∩H2(0, L) tem-se

ρ1

∫ T

0
(ϕtt, v)θ(t)dt− k

∫ T

0
(ϕxx + ψx + lwx, v)θ(t)dt− k0l

∫ T

0
(wx − lϕ, v)θ(t)dt

+

∫ T

0
(g1(ϕt), v)θ(t)dt = 0,

ρ2

∫ T

0
(ψtt, v)θ(t)dt− b

∫ T

0
(ψxx, v)θ(t)dt+ k

∫ T

0
(ϕx + ψ + lw, v)θ(t)dt

+

∫ T

0
(g2(ψt), v)θ(t)dt = 0,

ρ1

∫ T

0
(wtt, v)θ(t)dt− k0

∫ T

0
(wxx − lϕx, v)θ(t)dt+ kl

∫ T

0
(ϕx + ψ + lw, v)θ(t)dt

+

∫ T

0
(g3(wt), v)θ(t)dt = 0.

(3.48)
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Podemos reescrever o sistema (3.48) da forma

〈〈ρ1ϕtt − k(ϕxx + ψx + lwx)− k0l(wx − lϕ) + g1(ϕt), θ(t)〉v〉 = 0,

〈〈ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + g2(ψt), θ(t)〉v〉 = 0,

〈〈ρ1wtt − k0(wxx − lϕx) + kl(ϕx + ψ + lw) + g3(wt), θ(t)〉v〉 = 0,

∀ v ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L) e ∀ θ ∈ D(0, T ).

Isto significa que

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + g1(ϕt) = 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + g2(ψt) = 0,

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + g3(wt) = 0,

em D′(0, T,H1
0 (0, L) ∩H2(0, L)). Como

ϕtt, k(ϕx + ψ + lw)x, k0l(wx − lϕ) ∈ L∞(0, T ;L2(0, L)),

segue que g1(ϕt) ∈ L∞(0, T ;L2(0, L)).

De modo análogo temos que g2(ψt), g3(wt) ∈ L∞(0, T ;L2(0, L)).

Com isso concluímos que

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + g1(ϕt) = 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + g2(ψt) = 0,

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + g3(wt) = 0,

em L∞(0, T ;L2(0, L)).

Condições Iniciais. Devemos mostrar as seguintes igualdades

ϕ(0) = ϕ0, ψ(0) = ψ0, w(0) = w0,

ϕt(0) = ϕ1, ψt(0) = ψ1, wt(0) = w1.

Primeiramente mostraremos que ϕ(0) = ϕ0. De fato, seja θ ∈ C1([0, T ]), de modo que θ(0) =

1 e θ(T ) = 0. Como ϕmt
∗
⇀ ϕt em L∞(0, T ;H1

0 (0, L)) e vjθ ∈ L1(0, T ;H−1(0, L)), temos que∫ T

0

(ϕmt , vj)θ(t)dt −→
∫ T

0

(ϕt, vj)θ(t)dt quando m −→∞.

Integrando por partes, segue que

−(ϕm(0), vj)−
∫ T

0

(ϕm, vj)θ
′(t)dt −→ −(ϕ(0), vj)−

∫ T

0

(ϕ, vj)θ
′(t)dt.
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De maneira análoga, da convergência ϕm ∗
⇀ ϕ em L∞(0, T ;H1

0 (0, L) ∩ H2(0, L)) e como
vjθ
′ ∈ L∞(0, T ;H2(0, L) ∩H1

0 (0, L))∫ T

0

(ϕm, vj)θ
′(t)dt −→

∫ T

0

(ϕ, vj)θ
′(t)dt quando m −→∞.

Deste modo,

−(ϕm(0), vj) =

(
−(ϕm(0), vj)−

∫ T

0

(ϕm, vj)θ
′(t)dt

)
+

∫ T

0

(ϕm, vj)θ
′(t)dt −→ −(ϕ(0), vj),

quando m −→∞. Como {vj}j∈N é uma base de H1
0 (0, L) ∩H2(0, L), segue que

(ϕm(0), v) −→ (ϕ(0), v), ∀ v ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L).

Logo, ϕm(0) ⇀ ϕ(0). De (3.13) sabemos que

ϕm(0) −→ ϕ0 em H1
0 (0, L) ∩H2(0, L),

assim, ϕm(0) ⇀ ϕ0 em H1
0 (0, L) ∩H2(0, L). Portanto, pela unicidade do limite fraco concluí-

mos que ϕ(0) = ϕ0. De maneira análoga temos que ψ(0) = ψ0 e (0) = w0. Agora vamos
mostrar que ϕt(0) = ϕ1, ψt(0) = ψ1, wt(0) = w1. Novamente seja θ ∈ C1([0, T ]), tal que
θ(0) = 1 e θ(T ) = 0 e sejam j,m ∈ N tais que j ≤ m. Multiplicando (3.45) por θ e integrando
sobre [0, T ], tem-se

ρ1

∫ T

0

(ϕmtt , vj)θ(t)dt− k
∫ T

0

(ϕmxx + ψmx + lwmx , vj)θ(t)dt− k0l

∫ T

0

(wmx − lϕm, vj)θ(t)dt

+

∫ T

0

(g1(ϕmt ), vj)θ(t)dt = 0.

(3.49)
Da integração por partes, segue que∫ T

0

(ϕmtt , vj)θ(t)dt = −(ϕmt (0), vj)−
∫ T

0

(ϕmt , vj)θ
′(t)dt,

substituindo em (3.49), tomando o limite m −→ ∞ e lembrando que {vj}j∈N é base de
H1

0 (0, L) ∩H2(0, L), temos que

− ρ1(ϕ1, v)− ρ1

∫ T

0

(ϕt, v)θ′(t)dt− k
∫ T

0

(ϕxx + ψx + lwx, v)θ(t)dt

− k0l

∫ T

0

(wx − lϕ, v)θ(t)dt+

∫ T

0

(g1(ϕt), v)θ(t)dt = 0,
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para todo v ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L). Novamente da integração por partes, obtemos∫ T

0

(ϕt, v)θ′(t)dt = −(ϕt(0), v)−
∫ T

0

(ϕtt, v)θ(t)dt.

Logo,

− ρ1(ϕ1, v) + ρ1(ϕt(0), v) + ρ1

∫ T

0

(ϕtt, v)θ(t)dt− k
∫ T

0

(ϕxx + ψx + lwx, v)θ(t)dt

− k0l

∫ T

0

(wx − lϕ, v)θ(t)dt+

∫ T

0

(g1(ϕt), v)θ(t)dt = 0,

De (3.48)1 e da equação acima segue que

(ϕ1, v) = (ϕt(0), v), ∀ v ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L) ↪→ L2(0, L).

Logo, ϕt(0) = ϕ1.

Multiplicando (3.46) por θ e integrando sobre [0, T ], tem-se

ρ2

∫ T

0

(ψmtt , vj)θ(t)dt− b
∫ T

0

(ψmxx, vj)θ(t)dt+ k

∫ T

0

(ϕmx + ψm + lwm, vj)θ(t)dt

+

∫ T

0

(g2(ψmt ), vj)θ(t)dt = 0.

(3.50)

Da integração por partes, segue que∫ T

0

(ψmtt , vj)θ(t)dt = −(ψmt (0), vj)−
∫ T

0

(ψmt , vj)θ
′(t)dt,

substituindo em (3.50), tomando o limite m −→ ∞ e lembrando que {vj}j∈N é base de
H1

0 (0, L) ∩H2(0, L), temos que

− ρ2(ψ1, v)− ρ2

∫ T

0

(ψt, v)θ′(t)dt− b
∫ T

0

(ψxx, v)θ(t)dt

+ k

∫ T

0

(ϕx + ψ + lw, v)θ(t)dt+

∫ T

0

(g2(ψt), v)θ(t)dt = 0,

para todo v ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L). Novamente da integração por partes, obtemos∫ T

0

(ψt, v)θ′(t)dt = −(ψt(0), v)−
∫ T

0

(ψtt, v)θ(t)dt,
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logo,

− ρ2(ψ1, v) + ρ2(ψt(0), v) + ρ2

∫ T

0

(ψtt, v)θ(t)dt− b
∫ T

0

(ψxx, v)θ(t)dt

+ k

∫ T

0

(ϕx + ψ + lw, v)θ(t)dt+

∫ T

0

(g2(ψt), v)θ(t)dt = 0

De (3.48)2 e da equação acima segue que

(ψ1, v) = (ψt(0), v) ∀ v ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L) ↪→ L2(0, L).

Logo, ψt(0) = ψ1.

Finalmente, multiplicando (3.47) por θ e integrando sobre [0, T ], tem-se

ρ1

∫ T

0

(wmtt , vj)θ(t)dt− k0

∫ T

0

(wmxx − lϕmx , vj)θ(t)dt+ kl

∫ T

0

(ϕmx + ψm + lwm, vj)θ(t)dt

+

∫ T

0

(g3(wmt ), vj)θ(t)dt = 0.

(3.51)
Da integração por partes, segue que∫ T

0

(wmtt , vj)θ(t)dt = −(wmt (0), vj)−
∫ T

0

(wmt , vj)θ
′(t)dt,

substituindo em (3.51), tomando o limite m −→ ∞ e lembrando que {vj}j∈N é base de
H1

0 (0, L) ∩H2(0, L), temos que

− ρ1(wt(0), vj)− ρ1

∫ T

0

(wt, vj)θ
′(t)dt− k0

∫ T

0

(wxx − lϕx, v)θ(t)dt

+ kl

∫ T

0

(ϕx + ψ + lw, v)θ(t)dt+

∫ T

0

(g3(wt), v)θ(t)dt = 0,

para todo v ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L). Novamente da integração por partes, obtemos∫ T

0

(wt, v)θ′(t)dt = −(wt(0), v)−
∫ T

0

(wtt, v)θ(t)dt;

logo,

− ρ1(w1, v) + ρ1(wt(0), v) + ρ1

∫ T

0

(wtt, v)θ(t)dt− k0

∫ T

0

(wxx − lϕx, v)θ(t)dt

+ kl

∫ T

0

(ϕx + ψ + lw, v)θ(t)dt+

∫ T

0

(g3(wt), v)θ(t)dt = 0.

Portanto (3.48)3 e da equação acima

(w1, v) = (wt(0), v) ∀ v ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L) ↪→ L2(0, L).



60

Logo, wt(0) = w1.

Isto conclui a prova de que (ϕ, ψ,w) é uma solução forte de (3.1)-(3.5).
Unicidade. Sejam (ϕ, ψ,w) e (ϕ̃, ψ̃, w̃) soluções de (3.1)-(3.4) com as mesmas condições ini-
ciais. Então (Φ,Ψ,W ) dado por

Φ = ϕ− ϕ̃, Ψ = ψ − ψ̃, W = w − w̃ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (0, L) ∩H2(0, L))

é solução do seguinte problema

ρ1Φtt − k(Φx + Ψ + lW )x − k0l(Wx − lΦ) + g1(ϕt)− g1(ϕ̃t) = 0, (3.52)

ρ2Ψtt − bΨxx + k(Φx + Ψ + lW ) + g2(ψt)− g2(ψ̃t) = 0, (3.53)

ρ1Wtt − k0(Wx − lΦ)x + kl(Φx + Ψ + lw) + g3(wt)− g3(w̃t) = 0, (3.54)

com condições iniciais

Φ(·, 0) = 0, Φt(·, 0) = 0,

Ψ(·, 0) = 0, Ψt(·, 0) = 0,

W (·, 0) = 0, Wt(·, 0) = 0.

(3.55)

e condições de fronteira

Φ(0, t) = Φ(L, t) = Ψ(0, t) = Ψ(L, t) = W (0, t) = W (L, t) = 0. (3.56)

Multiplicando (3.52) por Φt, (3.53) por Ψt e (3.54) por Wt e integrando de 0 à L, temos

ρ1

∫ L

0

ΦttΦtdx−k
∫ L

0

(Φx + Ψ + lW )xΦtdx︸ ︷︷ ︸−k0l

∫ L

0

(Wx − lΦ)Φtdx

+

∫ L

0

(g1(ϕt)− g1(ϕ̃t)) Φtdx = 0,

ρ2

∫ L

0

ΨttΨtdx−b
∫ L

0

ΨxxΨtdx︸ ︷︷ ︸+k

∫ L

0

(Φx + Ψ + lW )Ψtdx

+

∫ L

0

(
g2(ψt)− g2(ψ̃t)

)
Ψtdx = 0,

ρ1

∫ L

0

WttWtdx− k0

∫ L

0

(Wx − lΦ)xWtdx︸ ︷︷ ︸+kl

∫ L

0

(Φx + Ψ + lW )Wtdx

+

∫ L

0

(g3(wt)− g2(w̃t))Wtdx = 0.
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Integrando por partes os termos destacados, obtemos

ρ1

∫ L

0

ΦttΦtdx+ k

∫ L

0

(Φx + Ψ + lW )Φtxdx−k0l

∫ L

0

(Wx − lΦ)Φtdx

+

∫ L

0

(g1(ϕt)− g1(ϕ̃t)) Φtdx = 0,

ρ2

∫ L

0

ΨttΨtdx+ b

∫ L

0

ΨxΨtxdx+k

∫ L

0

(Φx + Ψ + lW )Ψtdx

+

∫ L

0

(
g2(ψt)− g2(ψ̃t)

)
Ψtdx = 0,

ρ1

∫ L

0

WttWtdx+ k0

∫ L

0

(Wx − lΦ)Wtxdx+kl

∫ L

0

(Φx + Ψ + lW )Wtdx

+

∫ L

0

(g3(wt)− g2(w̃t))Wtdx = 0.

Somando as equações acima e reagrupando os termos, obtemos

d

dt
E(t) +

∫ L

0
(g1(ϕt)− g1(ϕ̃t))Φtdx+

∫ L

0
(g2(ψt)−g2(ψ̃t))Ψtdx

+

∫ L

0
(g3(wt)− g3(w̃t))Wtdx = 0,

(3.57)

onde

E(t) = (ρ1‖Φt‖2
L2 +ρ2‖Ψt‖2

L2 +ρ1‖Wt‖2
L2 +b‖Ψx‖2

L2 +k‖ Φx+Ψ + lW‖2
L2 +k0‖Wx− lΦ‖2

L2).

Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio existe θ ∈ (0, 1) tal que

[g1(ϕt)− g1(ϕ̃t)]Φt =

∫ 1

0

g′1(θϕt + (1− θ)ϕ̃t)dθΦ2
t .

Da hipótese da gi (A5) temos que∫ 1

0

g′1(θϕt + (1− θ)ϕ̃t)Φ2
tdθ ≥ m1

1

∫ 1

0

|θϕt + (1− θ)ϕ̃t|γΦ2
tdθ ≥ 0,

assim, ∫ L

0

g1(ϕt)− g1(ϕ̃t)Φtdx ≥ m1
1

∫ L

0

∫ 1

0

|θϕt + (1− θ)ϕ̃t|γΦ2
tdθdx ≥ 0.

Analogamente,∫ L

0

(
g2(ψt)− g2(ψ̃t)

)
Ψtdx ≥ m1

2

∫ L

0

∫ 1

0

|θψt + (1− θ)ψ̃t|γΨ2
tdθdx ≥ 0,
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∫ L

0

(g3(wt)− g3(w̃t))Wtdx ≥ m1
3

∫ L

0

∫ 1

0

|θwt + (1− θ)w̃t|γW 2
t dθdx ≥ 0.

Substituindo os resultados acima em (3.57), temos

d

dt
E(t) + Cm1

1,γ

∫ L

0
(|ϕt|γ + |ϕ̃t|γ)Φ2

tdx+Cm1
2,γ

∫ L

0
(|ψt|γ + |ψ̃t|γ)Ψ2

tdx

+Cm1
3,γ

∫ L

0
(|wt|γ + |w̃t|γ)W 2

t dx ≤ 0.

(3.58)

Logo,
d

dt
E(t) ≤ 0.

Assim,

0 ≤ E(t) ≤ E(0) =
ρ1

2
‖Φt(0)‖2

L2 +
ρ2

2
‖Ψt(0)‖2

L2 +
ρ1

2
‖Wt(0)‖2

L2 +
b

2
‖Ψx(0)‖2

L2

+
k

2
‖ Φx(0) + Ψ(0) + lW (0)‖2

L2 +
k0

2
‖Wx(0)− lΦ(0)‖2

L2

(3.59)

Das condições iniciais e da desigualdade acima, concluímos que

E(t) = 0.

Logo,

ρ1

2
‖Φt(t)‖2L2 +

ρ2

2
‖Ψt(t)‖2L2 +

ρ1

2
‖Wt(t)‖2L2 +

b

2
‖Ψx(t)‖2L2

+
k

2
‖ Φx(t) + Ψ(t) + lW (t)‖2L2 +

k0

2
‖Wx(t)− lΦ(t)‖2L2 = 0.

Do Lema 2.1, tem-se que

‖Φx(t)‖2
L2 + ‖Ψx(t)‖2

L2 + ‖Wx(t)‖2
L2 ≤ 0.

Assim da Desigualdade de Poincaré, segue que

‖Φ(t)‖2
L2 ≤ c2

p‖Φx(t)‖2
L2 ≤ 0

e portanto Φ = 0. Analogamente temos que Ψ = 0 e W = 0. (ϕ, ψ,w) = (ϕ̃, ψ̃, w̃) o que
finaliza a prova do teorema. �
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3.2 DECAIMENTO DA ENERGIA

Nesta seção estudaremos o decaimento da energia referente ao problema (3.1)-
(3.5) definido por

E(t) =
ρ1

2
‖ϕt(t)‖2

L2 +
ρ2

2
‖ψt(t)‖2

L2 +
ρ1

2
‖wt(t)‖2

L2 +
b

2
‖ψx(t)‖2

L2

+
k

2
‖ ϕx(t) + ψ(t) + lw(t)‖2

L2 +
k0

2
‖wx(t)− lϕ(t)‖2

L2 .

Utilizando o método de Nakao (ver Lema 1.21) temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Assumindo que a Hipótese 1 seja satisfeita, então a energia correspondente à

solução do problema (3.1)-(3.5) satisfaz:

• Se γ > 0 em (A5), então existe uma constante positiva C tal que

E(t) ≤ C (1 + t)−
2
γ , ∀ t > 0. (3.60)

• Se γ = 0 em (A5), então existem constantes positivas C e β tais que

E(t) ≤ Ce−βt, ∀ t ≥ 0. (3.61)

Demonstração: Da mesma forma como provado no Lema 2.6, temos que

d

dt
E(t) = −

∫ L

0

(g1(ϕt)ϕt + g2(ψt)ψt + g3(wt)wt)dx.

Utilizando (A5)′′, temos que

d

dt
E(t) + α1

∫ L

0

|ϕt|γ+2dx+ α2

∫ L

0

|ψt|γ+2dx+ α3

∫ L

0

|wt|γ+2dx ≤ 0. (3.62)

Integrando (3.62) de t a t+ 1, segue-se

α1

∫ t+1

t

∫ L

0

|ϕt|γ+2dxds+ α2

∫ t+1

t

∫ L

0

|ψt|γ+2dxds+ α3

∫ t+1

t

∫ L

0

|wt|γ+2dxds

≤ E(t)− E(t+ 1) := Z(t)2.

Tomando α = min {α1, α2, α3} > 0, temos que

α

(∫ t+1

t

∫ L

0

|ϕt|γ+2dxds+

∫ t+1

t

∫ L

0

|ψt|γ+2dxds+

∫ t+1

t

∫ L

0

|wt|γ+2dxds

)
≤ E(t)− E(t+ 1) := Z(t)2.

(3.63)
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De (3.63), temos ∫ t+1

t

∫ L

0

|ϕt|γ+2dxds ≤ 1

α
Z(t)2, (3.64)

∫ t+1

t

∫ L

0

|ψt|γ+2dxds ≤ 1

α
Z(t)2, (3.65)

∫ t+1

t

∫ L

0

|wt|γ+2dxds ≤ 1

α
Z(t)2. (3.66)

De (3.64)-(3.66), utilizando a Desigualdade de Hölder, com γ
γ+2

+ 2
γ+2

= 1, obtemos

∫ t+1

t

∫ L

0

|ϕt|2dxds ≤ L
γ
γ+2

(∫ t+1

t

∫ L

0

|ϕt|γ+2dxds

) 2
γ+2

≤ L
γ
γ+2

α
2

γ+2

Z(t)
4

γ+2 ; (3.67)

∫ t+1

t

∫ L

0

|ψt|2dxds ≤ L
γ
γ+2

(∫ t+1

t

∫ L

0

|ψt|γ+2dxds

) 2
γ+2

≤ L
γ
γ+2

α
2

γ+2

Z(t)
4

γ+2 ; (3.68)

∫ t+1

t

∫ L

0

|wt|2dxds ≤ L
γ
γ+2

(∫ t+1

t

∫ L

0

|wt|γ+2dxds

) 2
γ+2

≤ L
γ
γ+2

α
2

γ+2

Z(t)
4

γ+2 . (3.69)

Somando (3.67), (3.68) e (3.69) membro a membro segue que,

∫ t+1

t

(
‖ϕt(s)‖2

L2 + ‖ψt(s)‖2
L2 + ‖wt(s)‖2

L2

)
ds ≤ 3L

γ
γ+2

α
2

γ+2

Z(t)
4

γ+2 . (3.70)

Defina H(s) = ‖ϕt(s)‖2
L2 + ‖ψt(s)‖2

L2 + ‖wt(s)‖2
L2 .

Assim de (3.70) segue-se ∫ t+1

t

H(s)ds ≤ 3L
γ
γ+2

α
2

γ+2

Z(t)
4

γ+2 . (3.71)

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais, existem t1 ∈ [t, t+ 1
4
] e

t2 ∈ [t+ 3
4
, t+ 1], tais que ∫ t+ 1

4

t

H(s)ds = H(t1)
1

4

e ∫ t+1

t+ 3
4

H(s)ds = H(t2)
1

4
.

Como H(s) ≥ 0 e t1, t2 ∈ [t, t+ 1] e usando (3.71) temos
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∫ t+ 1
4

t

H(s)ds = H(t1)
1

4
≤
∫ t+1

t

H(s)ds ≤ 3L
γ
γ+2

α
2

γ+2

Z(t)
4

γ+2

e ∫ t+1

t+ 3
4

H(s)ds = H(t2)
1

4
≤
∫ t+1

t

H(s)ds ≤ 3L
γ
γ+2

α
2

γ+2

Z(t)
4

γ+2 ,

ou seja,

‖ϕt(ti)‖2
L2 + ‖ψt(ti)‖2

L2 + ‖wt(ti)‖2
L2 ≤

12L
γ
γ+2

α
2

γ+2

Z(t)
4

γ+2 , i = 1, 2. (3.72)

Agora, multiplicando (3.1) por ϕ, (3.2) por ψ e (3.3) por w integrando de 0 à L e da integração
por partes, obtemos

d

dt
ρ1

∫ L

0

ϕtϕdx− ρ1

∫ L

0

|ϕt|2dx =− k
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)ϕxdx+ k0l

∫ L

0

(wx − lϕ)ϕdx

−
∫ L

0

g1(ϕt)ϕdx,

d

dt
ρ2

∫ L

0

ψtψdx− ρ2

∫ L

0

|ψt|2dx =− b
∫ L

0

ψxψxdx− k
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)ψdx

−
∫ L

0

g2(ψt)ψdx,

d

dt
ρ1

∫ L

0

wtwdx− ρ1

∫ L

0

|wt|2dx =− k0

∫ L

0

(wx − lϕ)wxdx− kl
∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)wdx

−
∫ L

0

g3(wt)wdx.

Somando membro a membro e organizando os termos, obtemos,

k‖ ϕx + ψ + lw‖2
L2 + k0‖wx − lϕ‖2

L2 + b‖ψx‖2
L2

=− d

dt

(
ρ1

∫ L

0

ϕtϕdx+ ρ2

∫ L

0

ψtψdx+ ρ1

∫ L

0

wtwdx

)
−
∫ L

0

g1(ϕt)ϕdx

−
∫ L

0

g2(ψt)ψdx−
∫ L

0

g3(wt)wdx+ ρ1‖ϕt‖2
L2 + ρ2‖ψt‖2

L2 + ρ1‖wt‖2
L2

(3.73)

Somando
(
ρ1‖ϕt‖2

L2 + ρ2‖ψt‖2
L2 + ρ1‖wt‖2

L2

)
em ambos os lados de (3.73), temos

2E(t) = − d

dt

(
ρ1

∫ L

0

ϕtϕdx+ ρ2

∫ L

0

ψtψdx+ ρ1

∫ L

0

wtwdx

)
+ Ig

+2
(
ρ1‖ϕt‖2

L2 + ρ2‖ψt‖2
L2 + ρ1‖wt‖2

L2

)
,



66

onde Ig = −
∫ L

0
(g1(ϕt)ϕdx−

∫ L
0
g2(ψt)ψdx−

∫ L
0
g3(wt)wdx.

Integrando de t1 a t2 a desigualdade anterior, segue-se

2

∫ t2

t1

E(s)ds = I1 + I2 + I3. (3.74)

onde

I1 =− ρ1

∫ L

0

ϕt(t2)ϕ(t2)dx+ ρ1

∫ L

0

ϕt(t1)ϕ(t1)dx

− ρ2

∫ L

0

ψt(t2)ψ(t2)dx+ ρ2

∫ L

0

ψt(t1)ψ(t1)dx

− ρ1

∫ L

0

wt(t2)w(t2)dx+ ρ1

∫ L

0

wt(t1)w(t1)dx,

I2 =

∫ t2

t1

Igds = −
∫ t2

t1

∫ L

0

g1(ϕt)ϕdxds−
∫ t2

t1

∫ L

0

g2(ψt)ψdxds−
∫ t2

t1

∫ L

0

g3(wt)wdxds,

I3 = 2

∫ t2

t1

(
ρ1‖ϕt‖2

L2 + ρ2‖ψt‖2
L2 + ρ1‖wt‖2

L2

)
ds.

Como a energia é decrescente e utilizando Lema 2.1 tem-se

‖ϕ(ti)‖L2 ≤ sup
t≤s≤t+1

‖ϕ(s)‖L2 ≤ cp sup
t≤s≤t+1

‖ϕx(s)‖L2

≤ cp sup
t≤s≤t+1

√
a2E(s) ≤ cp

√
a2E(t) i = 1, 2.

(3.75)

Analogamente, temos que

‖ψ(ti)‖L2 ≤ cp
√
a2E(t) e ‖w(ti)‖L2 ≤ cp

√
a2E(t) i = 1, 2. (3.76)

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

|I1| ≤ ρ1‖ϕt(t2)‖L2‖ϕ(t2)‖L2 + ρ1‖ϕt(t1)‖L2‖ϕ(t1)‖L2

+ ρ2‖ψt(t2)‖L2‖ψ(t2)‖L2 + ρ2‖ψt(t1)‖L2‖ψ(t1)‖L2

+ ρ1‖wt(t2)‖L2‖w(t2)‖L2 + ρ1‖wt(t1)‖L2‖w(t1)‖L2 .

De (3.72), (3.75) e (3.76) resulta que

|I1| ≤ (4ρ1 + 2ρ2)

(
12

1
2L

γ
2(γ+2)

α
1

γ+2

Z(t)
2

γ+2

)(
cp
√
a2E(t)

)
. (3.77)



67

Aplicando a Desigualdade de Young em (3.77) tem-se para todo ε > 0 existe Cε > 0 tal que

|I1| ≤ CεZ(t)
4

γ+2 +
ε

2
E(t). (3.78)

Agora, observe que,

|I2| ≤
∫ t2

t1

∫ L

0

|g1(ϕt)||ϕ|dxds+

∫ t2

t1

∫ L

0

|g2(ψt)||ψ|dxds+

∫ t2

t1

∫ L

0

|g3(wt)||w|dxds.

Da condição (A5)′ temos que

|I2| ≤ β1

∫ t2

t1

∫ L

0

|ϕt|γ+1|ϕ|dxds+ β1

∫ t2

t1

∫ L

0

|ϕt||ϕ|dxds

+β2

∫ t2

t1

∫ L

0

|ψt|γ+1|ψ|dxds+ β2

∫ t2

t1

∫ L

0

|ψt||ψ|dxds

+β3

∫ t2

t1

∫ L

0

|wt|γ+1|w|dxds+ β3

∫ t2

t1

∫ L

0

|wt||w|dxds.

Aplicando a Desigualdade de Holder, com γ+1
γ+2

+ 1
γ+2

= 1 e tomando β = max {β1, β2, β3},
obtemos

|I2| ≤ β

(∫ t2

t1

∫ L

0

|ϕt|γ+2dxds

) γ+1
γ+2
(∫ t2

t1

∫ L

0

|ϕ|γ+2dxds

) 1
γ+2

+ β

(∫ t2

t1

∫ L

0

|ϕt|2dxds
) 1

2
(∫ t2

t1

∫ L

0

|ϕ|2dxds
) 1

2

β

(∫ t2

t1

∫ L

0

|ψt|γ+2dxds

) γ+1
γ+2
(∫ t2

t1

∫ L

0

|ψ|γ+2dxds

) 1
γ+2

+ β

(∫ t2

t1

∫ L

0

|ψt|2dxds
) 1

2
(∫ t2

t1

∫ L

0

|ψ|2dxds
) 1

2

β

(∫ t2

t1

∫ L

0

|wt|γ+2dxds

) γ+1
γ+2
(∫ t2

t1

∫ L

0

|w|γ+2dxds

) 1
γ+2

+ β

(∫ t2

t1

∫ L

0

|wt|2dxds
) 1

2
(∫ t2

t1

∫ L

0

|w|2dxds
) 1

2

.

Como t1, t2 ∈ [t, t + 1] temos que
∫ t2
t1
uds ≤

∫ t+1

t
uds ∀ u > 0 Assim, de (3.67), (3.68) e

(3.69) existem constantes positivas C1 e C2 tais que

|I2| ≤C1Z(t)
2(γ+1)
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖ϕ(s)‖Lγ+2 + C2Z(t)

2
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖ϕ(s)‖L2

+ C1Z(t)
2(γ+1)
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖ψ(s)‖Lγ+2 + C2Z(t)

2
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖ψ(s)‖L2

+ C1Z(t)
2(γ+1)
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖w(s)‖Lγ+2 + C2Z(t)

2
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖w(s)‖L2 .
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Da imersão H1
0 (0, L) ↪→ Lγ+2(0, L) e pela Desigualdade de Poincaré, segue-se que

|I2| ≤C3Z(t)
2(γ+1)
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖ϕx(s)‖L2 + C4Z(t)

2
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖ϕx(s)‖L2

+ C3Z(t)
2(γ+1)
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖ψx(s)‖L2 + C4Z(t)

2
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖ψx(s)‖L2

+ C3Z(t)
2(γ+1)
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖wx(s)‖L2 + C4Z(t)

2
γ+2 sup

t≤s≤t+1
‖wx(s)‖L2 ,

onde C3 e C4 são constantes positivas.
Do Lema 2.1 segue que

sup
t≤s≤t+1

‖ϕx(s)‖L2 , sup
t≤s≤t+1

‖ψx(s)‖L2 , sup
t≤s≤t+1

‖wx(s)‖L2 ≤ sup
t≤s≤t+1

√
a2E(s) =

√
a2E(t).

Assim,
|I2| ≤ 3C3Z(t)

2(γ+1)
γ+2

√
a2E(t) + 3C4Z(t)

2
γ+2

√
a2E(t).

Logo, da Desigualdade de Young, para cada ε > 0 existe Cε = C(C3, C4, ε) > 0 tal que

|I2| ≤ Cε

(
Z(t)

4(γ+1)
γ+2 + Z(t)

4
γ+2

)
+ εE(t). (3.79)

Finalmente de (3.67)-(3.69), existe uma constante c > 0 onde

I3 ≤ cZ(t)
4

γ+2 . (3.80)

Para simplificar a notação, usaremos Cε para diferentes constantes que dependem de ε.
Substituindo (3.78), (3.79) e (3.80) em (3.74), tem-se

2

∫ t2

t1

E(s)ds ≤ Cε

(
Z(t)

4(γ+1)
γ+2 + Z(t)

4
γ+2

)
+ εE(t). (3.81)

Novamente pelo Teorema do Valor Médio para integrais, existe τ ∈ [t1, t2] tal que∫ t2

t1

E(s)ds = E(τ)(t2 − t1) ≥ 1

2
E(t+ 1),

pois a energia é decrescente. Assim,

2

∫ t2

t1

E(s)ds ≥ E(t+ 1).
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Como E(t)− E(t+ 1) = Z(t)2 então

2

∫ t2

t1

E(s)ds ≥ E(t)− Z(t)2,

ou seja,

E(t) ≤ Z(t)2 + 2

∫ t2

t1

E(s)ds.

De (3.81) a desigualdade acima fica

E(t) ≤ Z(t)2 + Cε

(
Z(t)

4(γ+1)
γ+2 + Z(t)

4
γ+2

)
+ εE(t),

ou seja,

(1− ε)E(t) ≤ Z(t)2 + Cε

(
Z(t)

4(γ+1)
γ+2 + Z(t)

4
γ+2

)
.

Tomando ε = 1
2
, existe C̄ε > 0 tal que

E(t) ≤ 2Z(t)2 + 2C̄ε

(
Z(t)

4(γ+1)
γ+2 + Z(t)

4
γ+2

)
,

que é equivalente a

E(t) ≤ Z(t)
4

γ+2

2C̄ε + 2C̄εZ(t)
4γ
γ+2 + 2Z(t)

2γ
γ+2︸ ︷︷ ︸

I4

 .

Note que
Z(t)2 := E(t)− E(t+ 1) ≤ E(t) ≤ E(0),

donde segue que existe K = c(C̄ε, ϕ0, ψ0, w0, ϕ1, ψ1, w1) > 0 tal que

I4 ≤ 2C̄ε + 2C̄εE(0)
2γ
γ+2 + 2E(0)

γ
γ+2 ≤ K.

Logo,
E(t) ≤ KZ(t)

4
γ+2 .

Elevando ambos os lados da desigualdade acima por γ+2
2
, concluimos que,

E(t)1+ γ
2 ≤ CZ(t)2 = C (E(t)− E(t+ 1)) .

Portanto, pelo Lema de Nakao, (ver Lema 1.21) obtemos (3.60) e (3.61). Isto completa a
demonstração do teorema. �
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4 CONCLUSÃO

Neste trabalho estudamos um sistema de Bresse com condições de contorno
do tipo Dirichlet. Foi considerado um sistema de Bresse semilinear com dissipação do tipo
friccional e fonte externa atuando nas três equações com acoplamento do tipo gradiente. Esta-
belecemos a existência e unicidade de solução através da teoria de semigrupos. Com relação
ao decaimento utilizamos técnicas multiplicativas e não foi necessário assumir condições em
relação aos coeficientes do sistema. Como a ideia inicial era utilizar o termo dissipativo mais
geral, do tipo não linear, foi estudado no último capítulo o sistema de Bresse porém sem forças
externas, as fi. Através do método de Faedo-Galerkin foram mostrados a existência e unicidade
de solução e com respeito aos resultados de decaimento utilizamos o método de Nakao. Com
este trabalho obtivemos os mesmos resultados que em [11] utilizando métodos distintos, ou
seja, foram obtidos dois tipos de decaimento polinomial e o exponencial da energia associado
ao sistema dependendo do caso considerado.
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